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自由表面を含む流力弾性問題の非線形シミュレーション法
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1 緒言

船舶や海洋構造物は実際には弾性体であるが、耐航
性理論では単純化して剛体として取り扱われるのが一
般的である。このような単純化は船舶や海洋構造物の大
きさが波長と比較して小さいときには理にかなったもの
である。しかし、船舶や海洋構造物のサイズが大きくな
るに連れて相対的に剛性が低くなるため、弾性影響が無
視できなくなる。浮体式海上空港等の VLFS(Vert Large
Floating Structure)のラディエーション,ディフラクショ
ン問題は良い例であり、この例では弾性変形は剛体運動
より重要である。また、たとえこれほど巨大な構造物で
なくても、波浪荷重が非常に大きい場合には、弾性応答
は無視できない。スラミング等による波浪衝撃は、弾性
影響を考慮すべき問題の典型である。これら以外にも、弾
性影響を考慮することが望ましい問題が数多く存在する
と考えられる。例えば、荒天海域を航走するVLCC(Very
Large Crude Carrier)では、船体の弾性変形がかなり顕
著であるが、船体に作用する波浪荷重の推定には弾性影
響は無視されている。波浪と弾性体との相互作用の計算
が可能な非線形数値計算法があれば、船舶や海洋構造物
の安全設計に大いに役立つのではなかろうか。
前回の共同研究集会で、著者 (1997b)はこのような

強力なツールを開発するための基礎として、流体－弾性
体間の非線形相互作用を時間領域でシミュレートするた
めの加速度ポテンシャルを用いた理論的定式化を示すと
共に、無限流体中での両端単純支持梁の接水振動の時間
領域でのシミュレーションを行って定式化の検証と精度
の確認を行った。本報は前報の続報として、弾性体の接
水部分が時間により大きく変化する問題、例えば水面衝
撃のような問題にも適用可能な自由表面を含むより汎用
性の高い定式化を示す。また、この定式化に基づき試作
した計算プログラムを用いてオイラー梁の水面衝撃問題
のシミュレート計算を行ったので、その結果を紹介する。
本研究は応用力学研究所と船舶技術研究所で実施し

ている共同研究「非線形波動および非線形波動と固体境
界との相互作用」の一環として、著者 (1997a)がこれま
でに実施してきた加速度ポテンシャルによる波浪と浮体
との非線形相互作用の非線形理論と数値解法の研究を流
力弾性問題への拡張する試みである。

2 弾性体と自由表面を有する理想流体との相互作
用の定式化

本報の定式化では流体は非粘性、非圧縮、流れは非
回転であると仮定し、流体の速度ならびに加速度は、速
度ポテンシャル φと加速度ポテンシャル
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Fig. 1: Frame of reference

の勾配で与えられるものとする (谷澤 1995,1997a)。ま
た弾性体の運動は剛体モードの運動に弾性振動が重畳し
たものとして扱い、剛体運動と弾性振動との相互作用は
無視する。

2.1 弾性体表面での流体の速度と加速度

まず準備として、物体表面に沿って運動する流体の
速度と加速度の表示式を示す。本報では Fig.1に示す空
間固定座標系O−XY Zと物体固定座標系 o− xyz を用
いる。物体固定座標系の原点 oは重心に位置している。
図中の P は流体に固定された点、R, Ro ,はそれぞれ空
間固定座標系の原点から P および o を指す位置ベクト
ルであり、rは oから P の相対位置を指す位置ベクトル
である。これらの位置ベクトルを用いると点 P の位置、
速度、加速度はそれぞれ

R = Ro + r (2)

Ṙ = Ṙo + ω × r + 〈ṙ〉 (3)
R̈ = R̈o + ω̇ × r + 〈r̈〉 + ω × (ω × r) + 2ω × 〈ṙ〉(4)

と書ける。ここで、Ṙo と ω は重心の速度および角速
度、〈ṙ〉と 〈r̈〉は物体固定座標系で観測した点 P の速度
と加速度である。

2.2 境界値問題の定式化

次に点 P の速度と加速度の表示式を用いて、弾性体
表面での幾何学的境界条件を求める。理想流体を仮定し
流体の運動を速度ポテンシャル φと加速度ポテンシャル
Φで記述すると、これらのポテンシャルに対する弾性体
表面での幾何学的境界条件は

φn = n · Ṙ (5)

Φn = n · R̈ (6)



と書ける。ここで、φn = ∂φ/∂n, Φn = ∂Φ/∂nであり、
n は弾性体表面の法線方向単位ベクトルである。(3)式
を (5)式に、また (4)式を (6)式に代入すると、境界条件

φn = vn + n · 〈ṙ〉 (7)
Φn = an + n · 〈r̈〉

+ n · ω × (ω × r) + n · 2ω × 〈ṙ〉 (8)

が得られる。ここで vn と an は剛体運動による弾性体
表面の法線方向速度 (法速度)および法線方向加速度 (法
加速度)であり、それぞれ

vn = n · (Ṙo + ω × r) (9)

an = n · (R̈o + ω̇ × r) (10)

である。弾性振動が無い場合は (7) 式の項 n · 〈ṙ〉は n
と 〈ṙ〉の直交性により零になる。しかし、弾性振動を考
慮する場合は 〈ṙ〉には振動よる法線方向成分が存在する
ため零にならない。弾性体振動による法線方向の変位を
uとすると、弾性体振動による法速度 ut = ∂u/∂tと法
加速度を utt = ∂2u/∂t2を用いて

n · 〈ṙ〉 = ut (11)
n · 〈r̈〉 = utt − kn〈ṙ〉2 (12)

が得られる。ここで knは、弾性体表面の法曲率である。
(12)式に法曲率に比例する求心加速度項が現れるのは、
〈r̈〉が表面を滑動する流体の物体固定座標系から観測し
た加速度であり、物体表面に固定された点の加速度では
ないからである。これらの関係式を考慮すると、弾性体
表面での陽な幾何学的境界条件式

{φn} = {vn} + {ut} (13)

{Φn} = {an} + {utt} + {q} (14)

が導かれる。ここで

q = n · ω × (ω × r) + n · 2ω × 〈ṙ〉 − kn〈ṙ〉2 (15)

は流体の速度場から加速度場への寄与であり、速度場の
解から陽に計算することができる項をまとめたものであ
る。(13)式と (14)式で変数を中括弧 {array formula}
の中に入れたのは、この式を数値計算に用いる際に、弾
性体接水表面上の全ての節点にこの式を境界条件として
用いることを示すためである。

2.3 加速度ポテンシャルに関する弾性体表面での
陰境界条件

さて、(14)式で与えられた幾何学的境界条件には法
加速度 anと uttが含まれているが、これらは未知数で
あるため (14)式を陽に用いることはできない。その理
由は、弾性体表面の法加速度は流体と弾性体との動的な
力の釣合により定まるものであり、流体と弾性体との連
成運動を解いて初めて決定できるからである。実際に加
速度場を解くには (14)式をそのまま用いるのではなく、
弾性体の運動方程式を用いて (14)式から法加速度を消去
して得られる陰境界条件を用いる。そこで次に、弾性体
の運動方程式から得られる法加速度の表示式を用いて、
陰境界条件式を導く。

2.3.1 剛体モードの運動による弾性体表面の法加
速度

剛体運動の一般化運動方程式は

M · α + β = F (16)

と書ける。ここで、Mと αは慣性テンソルならびに剛
体運動の一般化加速度、F は一般化外力、βはジャイロ
モーメントである。２次元問題では β = 0である。一般
化法線方向ベクトル N = (n, r × n)を導入して一般化
流体力を接水表面 s上での圧力積分

F f =
∫

s

p Nds =
∫

s

(−Φ − Z) Nds (17)

で書き表し、他の重力や推力等の外力を F g と書くと、
全外力は

F = F f + F g =
∫

s

(−Φ − Z) Nds + F g (18)

となる。これらの式を用いると剛体運動による弾性体の
表面の法加速度の表示式

an = NM−1

{∫
s

(−Φ − Z)Nds + F g + β

}
(19)

が得られる。また境界要素法を用て (19) 式の積分を離
散化すると

{an} = [A]{Φ} + {B} (20)

が得られる (谷澤 1997a)。

2.3.2 弾性振動による弾性体表面の法加速度

任意の弾性体の振動方程式を記述することは容易で
はないが、離散化振動方程式であれは、一般的に

[M̂ ]{ûtt} + [K̂]{û} = [F̂ ]{p̂} (21)

の形に書き表せることが知られている。ここで {û}およ
び {ûtt}は弾性振動による節点変位と節点加速度、[M̂ ]
は質量マトリックス、[K̂]は剛性マトリックス、{p̂}は
節点での圧力、そして [F̂ ]は圧力を各節点に作用する等
価な集中荷重に変換するための変換行列である。本論文
では簡単化のため外力として水圧だけを考えることにす
る。式中のハットマーク’ˆ’は弾性体の節点について求
めた値であることを示している。この方程式を ûttに関
して解くと、

{ûtt} = −[K̂M ]{û} + [F̂ M ]{p̂} (22)

が得られる。ここで、[K̂M ] = [M̂ ]−1[K̂] また [F̂ M ] =
[M̂ ]−1[F̂ ]である。以上の定式化は３次元問題でも成り
立つが、以下では問題を２次元に限ることにする。

Fig.2は２次元の流力弾性問題の模式図である。図中
に白丸 ◦で示した点は、流体境界上の collocation point
で、接水面の運動に従い弾性体表面を移動する。一方、図
中に黒丸 •で示した点は弾性体を離散化する節点で、弾
性体表面に固定されており移動しない。先に示した (14)
式は collocation point ◦に関する式であり、(22)は節点
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•に関する式である。そこで、これらの式を結合するた
めには、(22)式を ◦に関する式に書き換える必要がある。
まず、(22)式から弾性体表面の法線方向成分に関係

する式だけを抜き出す。

{ûtt} = −[K̂M ]{û} + [F̂M ]{p̂} (23)

ここで、{û} と {ûtt} はそれぞれ節点 • の変位と加速
度 {û},{ûtt}の法線方向成分であり、[K̂M ]と [F̂M ]は
[K̂M ]と [F̂ M ]から法線方向成分に関連する部分だけを
取り出した部分行列である。通常、(22)式は弾性体に固
定された一つの全体座標系で記述されるため、これらの
部分行列を求めるには全体座標系から各要素の局所座標
系への変換が必要である。
次に、•に関する式から内挿法により ◦に関する式

を求める。Fig.2の •のうち、1から mで示す内挿に必
要な最小限の点を選び、(23)式から ûi, i = 1 ∼ mに関
係する部分だけを抜き出して

{û′
tt} = −[K̂ ′

M ]{û′} + [F̂ ′
M ]{p̂′} (24)

と書く。ここでダッシュ’ ′’は内挿に必要な最小限の点
の集合であることを示している。n行 m列の内挿行列
[IP ]を導入し、1から nで示す ◦での {utt}の値を •で
の値を用いて内挿すると、

{utt} = [IP ]{û′
tt} (25)

と記述できる。
次に、内挿の逆の操作が必要となる。これには [IP ]

の逆行列を求める必要があるが、[IP ]は正方行列では
ないため、一般に逆行列が存在するとは限らず、存在し
てもユニークであるとは限らない。しかし、もし逆行列
[IP ]−1が存在し、それが

(a) [IP ][IP ]−1[IP ] = [IP ]
(b) [IP ]−1[IP ][IP ]−1 = [IP ]−1

(c) ([IP ]−1[IP ])T = [IP ]−1[IP ]
(d) ([IP ][IP ]−1)T = [IP ][IP ]−1




(26)

を満たす場合には、[IP ]−1は Moore-Penrose一般逆行
列と呼ばれるユニークな逆行列であり、通常 [IP ]+と記
述される。[IP ]+ は m行 n列の行列で、[IP ]+が存在
すれば内挿の逆操作を正確に行うことが可能になる。幸

い、本稿で用いる内挿行列には [IP ]+が存在し、次の定
理を用いて求めることができる。

[IP ]+ = ([IP ]T [IP ])−1[IP ]T ,

when Rank([IP ]) = m (27)
[IP ]+ = [IP ]T ([IP ]T [IP ])−1 ,

when Rank([IP ]) = n (28)

Moore-Penrose一般逆行列については岡本ら (1992)が
詳しく解説している。

[IP ]+を用いると {p̂′}は
{p̂′} = [IP ]+{p} (29)

と書ける。そこで、(24)式に [IP ]を掛け、(25)式と (29)
式を用いると、◦での uttの値は

{utt} = −[IP ][K̂ ′
M ]{û′}

+[IP ][F̂ ′
M ][IP ]+{p} (30)

となる。ここで、p = −Φ−Zを (30)式に代入すると、弾
性振動による弾性体表面の法加速度と加速度ポテンシャ
ルとの関係式

{utt} = [C]{Φ} + {D} (31)
[C] = −[IP ][F̂ ′

M ][IP ]+ (32)
{D} = −[IP ][K̂ ′

M ]{û′} + [C]{Z} (33)

が得られる。

2.3.3 Φの弾性体表面での陰境界条件

境界条件式 (14)中の法加速度 an と uttは未知数で
あるが、これらは (20)式と (31)式を用いて消去するこ
とができ、次の陰境界条件式

{Φn} = [A + C]{Φ} + {B + D + q} (34)

が得られる。本陰境界条件式は弾性体表面での加速度ポ
テンシャル Φとそのフラックス Φnとの関係を与える式
である。この境界条件式は Φの幾何学的境界条件と弾性
体の剛体モードと振動モードの運動方程式から導かれた
もので、幾何学的境界条件であると同時に流体と弾性体
の連成運動を記述する力学的境界条件でもある。本陰境
界条件を用いることで、流力弾性問題を振動モード分解
を行わずに時間領域でシミュレートすることができる。

2.4 流力弾性問題の数値計算法

加速度場の境界値問題を境界要素法で解くためには、
Φはラプラスの式を満たさないため適切ではない。し
かし、先に導いた Φに関する境界条件から容易に φt(≡
∂φ/∂t)に関する境界条件を導くことができ、かつ φtは
ラプラスの式を満たすので、本稿では φと φtに関する
境界値問題を境界要素法で解いて、加速度場を求める。

Fig.3に境界値問題を整理して示す。グリーンの恒等
式より積分方程式

c(Q)
{

φ(Q)
φt(Q)

}
=

∫
S

{
φ(P)
φt(P)

}
∂

∂n
lnR(P ,Q)

− lnR(P ,Q)




∂φ(P)
∂n

∂φt(P)
∂n


 dS(35)
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Fig. 3: Boundary value problem

を得る。ここで P ,Qは境界上の点、cは点Qでの境界
の外角である。境界要素を用いてこの積分方程式を離散
化すると

[H ] {φ} = [G] {φn} (36)

[H ] {φt} = [G] {φtn} (37)

となる。この境界値問題を以下の境界条件の下で解く。
φと φtに関するの自由表面の力学的境界条件は

φ =
∫ t

0

1
2
(∇φ)2 − gZ dt (38)

φt = −1
2
(∇φ)2 − gZ (39)

である。ここで時間積分は流体粒子を追跡してラグラン
ジェ流に行う。自由表面の幾何学的境界条件は、自由表
面上の流体粒子運動を追跡して自由表面の運動を計算す
ることで満足させることができる。すなわち、混合オイ
ラー・ラグランジェ法 (MEL)と呼ばれる方法を用いる。
弾性体による波の散乱放射問題では放射条件が必要とな
るが、その時には自由表面条件に減衰項を付加した減衰
領域を設けることで、放射条件を満足させればよい (谷
澤 1997a)。
弾性体表面での φに関する境界条件は (13)式で与え

られ、φtに関する陰境界条件は (1)式を (34) 式に代入
して得られる。

{φtn} = [A + C]{φt} + {B + D + q′} (40)

q′ = q + [A + C]{1
2
(∇φ)2}

− ∂

∂n

{
1
2
(∇φ)2

}
(41)

ここで、q′は φの解から陽に計算することができる。
計算領域の底面と側面での境界条件は

φn = φtn = 0 (42)

である。

3 水面衝撃の計算例

試計算としてオイラー梁の水面衝撃問題をシミュレー
トした結果を紹介する。Fig.4にオイラー梁が波頂に衝
突した瞬間を示す。梁の落下速度は一定 V = 1で、そ
の中央で波頂に衝突する。また梁の両端は剛体に固着さ
れている。問題を単純にするため梁の長さ Lb,曲げ剛性
EI,線密度 ρbh,流体領域の幅 L,平均深さ D, 流体の密
度 ρf ,重力加速度 gはすべで 1とし、他の量は ρf ,g,Lb

を用いて無次元化した。梁は 10要素に等分割、流体境
界は梁の接水部に 20、自由表面に 20x2、その他の境界
に 10x3の collocation pointを配した。
梁が水面に衝突する前の自由表面の運動を Fig.5に示

す。この水面運動は時刻 t = 0において与えられた形状,
η(x)t=0 = 0.1 cos(2πx),で静止した状態からの非線形シ
ミュレーションで得られたものである。梁が波頂に衝突
する時刻を t = 0.7 とすると、その時の水面の上昇速度
は 0.3367であり、相対的な衝撃速度は 1.3367となる。

Fig.6に衝突後の自由表面形状の計算結果を示す。衝
突の瞬間には、接水幅は本来ゼロであるべきだが、数値
計算ではこれを満足させることが困難であるので波頂の
一部をカットし ∆x ≈ 0.03の微少は有限幅を与えて衝
突後のシミュレーション計算を行った。また、衝撃後の
シミュレーションには梁に沿って飛び出す薄いスプレー
部分も計算の妨げになるため、スプレー部もカットしな
がら計算を進めた。衝撃過程のシミュレーションは以上
のように大まかに行ったものである。

Fig.7に計算で得られた弾性梁上の衝撃圧分布 (実線)
と剛体梁上の衝撃圧分布 (破線)を比較して示す。弾性影
響を見るために剛体梁の水面衝撃も同じ計算コードでシ
ミュレートした。時刻 t = 0.712から t = 0.720 にかけ
て破線の周りに実線が変動している様子が確認でき、こ
の変動が流力弾性の影響である。
次に、弾性梁の変形を Fig.8に示す。時刻 t = 0.732

において弾性変形に二つのピークが観察できるが、これ
は Fig.7に示した衝撃圧分布の二つのピークに対する静
的な応答ではなく、動的な 3次の弾性応答によるものと
考えられる。
弾性梁の x = 0.1 ∼ 0.5における変位 uと加速度 utt

の時間波形を Fig.9と Fig.10に示す。また、剛体梁と
弾性梁の x = 0.4 ∼ 0.5における衝撃圧の時間波形を
Fig.12と Fig.11に示す。衝撃の初期の段階では非常に
高い衝撃圧が計算されているが、この高い衝撃圧は波頂
をカットしたことに起因する初期条件の特異性によるも
のである。よって衝撃圧波形の最大値は信頼できない。
より正確なシミュレーションには、初期条件に特異性の
無い解析解を用いる必要があろう (Zhang, 1996)。しか
し、衝撃の初期段階を除けば、剛体梁と弾性梁の衝撃圧
の計算値は妥当なものである。Fig.11には弾性振動によ
る衝撃圧の変動が観察できる。流力弾性衝撃が正しくシ
ミュレートされていれば、同じ変動が梁の法加速度にも
観察されなければならない。x = 0.5における衝撃圧の
変動と Fig.10に示す同じ x = 0.5における弾性梁の法加
速度を比較すると明らかに強い相関が確認できることか
ら、本計算法の定式化に大きな誤りはなく、シミュレー
ションプログラムも定量的な信頼性はこれから向上させ
る必要があるものの、定性的には正しい答えを出すもの
と考える。
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Fig. 4: Simulation of Euler beam impact on a wave
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Fig. 7: Impact pressure distribution
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Fig. 8: Beam distortion during the impact
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Fig. 11: Time history of hydroelastic impact pressure

4 結言

本研究では自由表面が存在する場合にも適用可能な
流力弾性問題の時間領域非線形計算法を開発するため、
弾性体と自由表面を有する理想流体との非線形相互作用
の定式化を行った。また、2次元の流力弾性シミュレー
ションプログラムを試作し、オイラー梁の水面衝撃問題
をシミュレートした。以下の項目は本研究の主な結果で
ある。

1. 速度ポテンシャル φならびに加速度ポテンシャル
Φに関する弾性体表面での厳密な幾何学的境界条
件を導いた。

2. Φと弾性体表面の法加速度 uttとの関係式を示し
た。

3. 3次のB-Splineに基づく内挿行列と、そのMoore-
Penrose一般逆行列を導入し、数値計算に必要な
内挿およびその逆操作技術を開発した。

4. 弾性体表面での Φに関する幾何学的かつ力学的境
界条件である陰境界条件式を導いた。

5. これらを総合して 2次元の流力弾性シミュレーショ
ンプログラムを開発した。
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Fig. 12: Time history of rigid body impact pressure

6. オイラー梁の流力弾性水面衝撃の試計算を実施し、
弾性振動と衝撃圧との間に明らかな相関が見られ
ることを確認した。
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