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ボルツマン輸送方程式の数値積分による

中性子平板間題の解析

竹 内 清 ＊ ・片岡巌＊

A Numerical Integration Method of the Neutron 

Transport Equation in Slab Geometry 

By 

Kiyoshi Takeuchi and Iwao Kataoka 

The EOS method for the direct numerical integration of the time independent Boltzmann trans-

port equation in slab geometry has been developed. The EOS-2 code is prepared for the NEAC 

2206 computer for calculation of neutron penetration problems. 

This paper presents the treatment of mathematical procedures of neutron problems and some 

results of practical neutron penetration problems intending the description to be self contained. From 

a comparison of neutron spectra obtained by the EOS-2 code with one from the moments, this method 

seems to provide a correct treatment of neutron attenuation in a slab. The calculation of angular 

spectra of neutrons with 0° angle in water agrees well with the measurement of the Bulk Shielding 

Reactor 1. The calculated neutron spectrum in polyethylene layers disagrees with the measurement 

in USSR at deep penetrations. This may be attributed in part to the difference in calculational 

and experimental angular distribution of source. As an example of double layer problem energy 

spectra in a beryllium oxide - water layer with plane isotropic fission source is illustrated. 
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1. まえがき

多重層遮蔽体に対する中性子の透過間題の厳密な[it

算連論を開発することは，遮蔽設計計算上極めて重要

なことである。現在，中性子の厳密な計算理論として

2通りの方法がある。その 1つはボルツマン輸送方程

式を数値解法で解く方法であり，もう 1つはモンテカ

ルロ法である。前者の解法として，これまでに開発さ

れている方法に NIOBED2)とカールソンの Sn法3)の

遮蔽計算への適用がある。 NIOBEは球対称形状遮蔽

体に対する解法であり，計算に使用され成果を上げて

いる。 Sn法適用の遮蔽計算コードも幾つか作られ計

算に使用されているが，弾性散乱の取り扱いが簡単に

なされ，水素以外の元素の弾性散乱は等方散乱を仮定

している。しかし最近になって，水素以外の元素の弾

性散乱を非等方として扱った (3度ないし 6度のルジ

ャンドル展開近似）コードも作られている4)。 今まで

のところモンテカルロ法も合めて，これらの理論はい

ずれも中性子透過問題に対し，決定的な理論ではな

い。むしろ現在は研究発展の段階であろう。

我々は先に定常状態の多重層板形状遮蔽体に対す

る，ボルツマン輸送方程式を数値積分で解き，中性子

またはガンマ線束を求める方法として EOS法を開発

した。すでにガンマ線計算コード EOS-1 は NEAC

2206計算機用に作られている。これについては計算

結果と共に報告した5)6)。今回中性子計算コードEOS-

27)が NEAC2206計算機に対して作られ，中性子の

透過計算を行った結果良好な結果を得たので報告す

る。この恨告では中性子に対する理論の取り扱い，計

算方法ならびに計算結果について述べる。特に理論は

附録で詳細に計算することによって，他の参考文献を

調べるわずらわしさを取り除いた。

中性子束ならびに弾性散乱による角度分布関数は共

にルジャンドル殷開近似し，散乱過程は弾性散乱と非

弾性散乱の両過程を考慮する。この両散乱過程の理論

の販り扱いは，モーメント法及び NIOBEに適用され

ている Certaine等の開発した理論を適用する。非弾

性散乱は等方散乱を仮定する。ボルツマン輸送方程式

の積分は EOS-1のガンマ線の場合と同様に直接秋分

で求める。

計算結果の他の結果との比較は計算，実験両面につ

いて行った。他の計算結果として，モーメント法によ

る核分裂中性子のカーボン媒質透過計算との比較，実

験結果として， BSR-1 における炉心からの中性子の
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水中角度スペクトル，およびソ連における炉心からの

速中性子のポリエチレン層透過実験との比較を行っ

た。これらの結果 EOS法は厳密な中性子透過計算に

有効な理論であることがわかった。なお多重層透過計

算例として，酸化ベリリウムー水 2重層に対する核分

裂中性子の透過計算を行った。

2. 基礎方程式

板形状の遮蔽体内における定常状態のボルツマン輸

送）j程式をたて，この式を計算機で解くのに適した形

に変形する。そのために積分項を数値積分で処理でき

るように，中性子束や弾性散乱による角度分布関数を

ルジャンドル展開し，また非弾性散乱による減速核を

簡単な関数で近似する。最後に輸送方程式を恙分の形

で表わし繰り返し計算 (iteration)法で解を求める。

2.1 ポルツマン輸送方程式

定常の中性子輸送方程式は次の様である。

r•9N＋匹（x, E)N＝叫N(x,E', Q')ni(X) 

x(1i(Q’→9, E’→E)dE'dQ' 

+S(x, E, Q) (1) 

ここで iについての和は物質中に合まれる各元素につ

いてとる。以後の議論では中性子と物質との相互作川

は，弾性散乱と非弾性散乱の両散乱過程と吸収過程と

する。核分裂反応は考慮しない。実際の遮蔽計算では

これで十分である。 (1)式はエネルギ E よりも中性

子レサジ Uについて薯き表わした方が便利である。本

報告では中性子レサジ U を逆符号にとって次の様に

定義する。

E 
U=ln--

E。
ここで Eoは求める中性子の最小エネルギを示す。形

状を平板とし附録Aにより (1)式を次の様に翡き直す。

(J)ご＋匹(x,u)N=F(N; x，砒 U〕（ 2)

ここで

尺N;X,(J)，U〕＝応〔N;X,(J)，U〕

+F叫 N;X,(J)，U〕十S(x,(J)，u) (3) 

Fei(N; X,(J)，uJ 

=f 『\~1ni (X)aei, i (u')Ji(u', μ)eu'-u 
i JO J-1 

xN(x,(J)’,u')dμd<jJ (4) 

ただし，



1 +2p+p2 
u'=u+ln-―---

1 +2pμ+p2 
(5) 

Fin〔N;X,(J)' 叫

=2叫〗1-1n心）ain, i(u')~戸
xN(x,屈， u')E。炉'd叫du'(G)

散乱による角度変化の間には次式てぷす fxl係があ

る。

副＝四十 (1-(/)2✓ ―1ニ心cos <p 

また実験室系の散乱角 a と屯心系の散乱角μとの間

には次の間係がある。

μ+p 
a= 

Vl+2pμ-＋炉
(8) 

上式では非弾性散乱過程の散乱は等｝jであると仮定し

たが，現在の知識てはこれで十分である。将来非弾性

散乱過程の散乱の非等方に関する十分なデータが得ら

れるならば，この部分は改訂する。

2.2 散乱項の計算

(4)式，（6）式の積分を和の形で近似するために中性

子束 N(x,(JJ，U) と散乱角度分布関数 f(u,μ)をル

ジャンドル展I丼］する。

L 2l+1 
N(x,(JJ，U)=こ- -N心， u)Pl((JJ） （9) 

l=o 4冗

f(u, μ) = I; ~ 2p+ 1 ~-- -・ fp(u)Pp(μ) (10) 
p=o 4冗

fp(u)Pp(μ) 

ここで L,p はりえられる常数である。

(9)式における殷開係数 Nz(x,u)は文献 (6)と同じ

方法で次の様に表わすことができる。

^ 1 

N心， u)=2冗＼ N(x,(JJ，u)Pz((JJ）d(JJ
-1 

4冗 2Q

＝こa叫V(x,(JJq,u) (11) 
2l+1 q=1 

ここで

alq=（2l+1)aqれ(wq)

ここで，匹は P2Q伍）＝0の根であり， aqは (11)式

の積分をガウス近似した時の係数て，文献 (9)に

2Q~16 まで表の形で与えられている。

(11)式と（9)式から N(x,w, u)は次の様になる。

L 2Q 

N(x, w, u)＝I: I: aiqN (x, wq, u) Pi (w) (12) 
l=O q=l 

間題のエネルギ依存については，レサジについて等間

隔 hで (J-l)個のグループに分けることによって処

理する。したがって (5)式は次の (5')式に書くこと

ができる。

u'=u+kh (5') 
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2.2.1 弾性散乱項の計算

弾性散乱項（4)式は文献 (1),(11), (12)または附録

B, C 等を参照して， レサジ Ujについて次の和の形

で求められる。

F瓜N;X,(1)，Uj〕

Ni,+1 2Q 

＝こここ B孔(x,(1)）N(x,(1)q,Uj+kh) (13) 
i k=O q=l 

ここで，

Ni疇小｛［炉(~)], J-j} 
であり，［ ］はガウス記号である。

B乱(x,(t)）は附録Bより次の和の形で求まる。

ここで

L 

硲(x,(t)）＝ t-・a⑰ ((t)）咋(x). (14) 
l=O 

p 

W社（エ）＝ni(x)(J灯；りこ fi：な竹五， （15) 
p=O 

点り三Cel,i(Uj+kh), 

ば？三fp, i(Uj+kh). 

また¢似は附録Cの定理によって定まる。¢似は散

乱物質の性質により次の様に分けて計算する。

条件 1 散乱物質が水素

条件 2 散乱物質が非常に人きい原•f砿をもつ元素

条件 3 散乱物質が中間の人きさの原子鼠をもつ元

素

条件 4 散乱物質が小さい原子鼠をもつ元索の場合

1 回の散乱での最大エネルギ損失 2ln （し旦〗
1-p, 

が数レサジメッシュを越える

条件 1では水素の原子量は 1であるから，散乱は重心

系で等）j散乱である。したがって，散乱角度分布閃数
1 

f (u', μ)＝ーである。よって fp(u)=opo となる。
4冗

町i(x)は次の様になる。

町如）＝n心）外は叫：砂pO

水素についての ¢:K の計算は文献 (11)及び附録Dで

なされている。

条件 2では p=Oと仮定てきるから，（5)式で p=

0 とおいて u'=u を得る。これは中性子が散乱によ

ってレサジ（したがってエネルギ）を変えないことを

応味する。また (5'）式から k=Oを得る。また(8)式

に p=Oとおくことにより a=μ を得る。附録Cの定

理で Pt(a)を Pi(μ)とおくことにより，次のルジャ

ンドル多項式の関係から P=lとなり fp=fiとなる。

(369) 
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2l+1 1 
2 ¥ん(μ)Pi(μ)dμ=t 1 P=l 

-1 0 p#l 

したがって 1ff{1（の）は次の様になる。

L 

町［（x)=n心）外昌f:_f {,+/ふ，。
l=O 

条件 3におけるげは(x)は(15)式そのままである。

¢似の詳細な計算は文献 (11)及び附録Eでなされて

いる。

条件 4における W且(x) は条件 3と同様に (15)式

で表わされる。¢似の計算は l=Oの場合，すなわち

¢芦を計算する方法は条件 3と全く同じであるが，

l>Oの場合¢芦から¢似を計算する方法は条件 3

の場合と異なる。¢芦から¢似を計算する方法は附

録 F に与えておく。

以上の結果から弾性散乱項は次の手順で計算でき

る。まず散乱物質の性質で定まる条件から¢似を計

算する。次に¢似を知って (15)式より 1Jf{j(x)が求

まる。汀(x)が求まると (14)式により Bは(x, (I)） 

が計算され，最後に(13)式から弾性散乱項 Fel[N;X, 

(I), U]は求まる。

2.2.2 非弾性散乱項の計算

非弾性散乱項 (6)式を計算するには，減速核 g(u',

u)を数値計算可能な簡単な関数で近似できればよい。

g(u', u)は散乱物質の核の励起エネルギ準位に関係し

ている。このエネルギ準位は非常に高いエネルギで

は，連続分布であるとみなしてもよい。今 UBをエネ

ルギ準位が連続分布であるとみなせる最下位のエネル

ギ準位に相当する中性子のレサジとする。 UB より下

のエネルギ準位は本来の不連続分布として取り扱う。

したがって減速核 g(u',u)は次の様に表わせる。

gc(u', u) u';?;UB 
g(u', u) = { 

Eav(u')o[u'ー（U+か）］が<u'<uB

(16) 

ここで， gc(u',u)は連続分布の関数を意味し， av(u')

は減速核が不連続分布として取り扱われる場合，中性

子がレサジ u'=u+uツから Uに減速される割合を意

味する。 Uジは散乱物質の核の基底状態とン番目の二

ネルギ準位に相当するレサジとのレサジ差である。ま

た， g(u',u)の物理的な邸味は次の関係から明らかで

ある。

『1g(u',u)du= g :’こul
o o u’<ul 

g(u', u)を (16)式で表わし，文献 (15)の方法を適用

すると（6)式は中性子のレサジ Ujについて次の (17)

(370) 

式になる。

Fin[N; X,(J)，Uj] 

J-j 2Q 

=E  E EC点(”'(J)）N(x,(J)q,u1+kh) (17) 
i k=O q=l 

ここで C乱(x,(J)） は附録Gにより次の積の形で求ま

る。

C品(x,(J)）＝ni(x)aoq噂

したがって非弾性散乱項は N(ェ,(J)q, u1+kh) を既知

であるとすれば， T乱を計算することにより C点が

求まり，最後に (17)式から計算できる。

ここで iについて次の和をとれば

Aふ＝4(B点＋C姦）
t 

散乱項の積分は次の様に書くことができる。

K 2Q 

Fei+Fin= _E_ t_ AtkN(x,(J)q, u1+kh) (18) 
k=O Q=l 

ここで K は，媒質が水素元素または非弾性散乱断面

積を持つ元素を含む場合は ]-jであり，その他の場

合は各元素の (N叶 1) のうち最大値 (N叶 1) とな

る。

2.3 輪送方程式の積分

前節で散乱項が求まると輸送方程式（2)の右辺はた

だちに計算できる。（2)式を中性子レサジ Ujについ

て書くと (19)式になる。

a 
(J)--N(x,(J)，Uj)＋匹(x,u1)N(x,(J)，Uj) 

ぬ

=F[N; X,(J)，Uj] （19) 

(19)式は文献 (6)の (10)式と全く同じ形であるから

同じ様に解くことができる。すなわち， F[N; x,(J)， 

Uj] はェについて Xsー1,工s間で 1次関数で表わされ

ると仮定する。 (19)式は簡単に積分できて，その最終

式は次の (20)式になる。詳細な計算は附録 Hに与え

ておく。

N(n+1)（エs,(J)q,UJ) =exp（一治）N（n)（互1,(J)q,UJ) 

＋吐F[NCn);Xs,(J)q, UJ] 

＋晶F[N(n)；年1,(J)q,Uj], 

(20) 

ここで

. ds ｛治＋exp（一治）ー1}
蛤＝一・

匹（治）2

品＝一・
ds {1ー（1+治）exp（一治）｝

匹（九）2

， 

治＝
; μT(Xs, Uj)ds 

匹'
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ds=xs-xsー1・

上式における N(n)は n回Hの繰り返し計算での

N(xs,(L)q, Uj)の値を示す。

2.4 計算方法

(20)式を計算機で計算する方法は文献 (6)に述べら

れている）j法と全く同様に行なえばよい。すなわち初

めに，求める中性子の最大レサジにおける中性子束を

註算する。これには F(NCO);xs,(L)q, UJ] を適当に仮

定し，既知である境界条件

N(O,(L)，UJ) O<(L)~1 

N(A,(L)，UJ) -1印 <O

のうちどちらか，例えばぉ＝0におけるある匹 (O<

匹~1) の値 N(O, Wq, UJ)を初期値として (20)式か

ら”について x=A まで順に求める。もし O<wq~l

の範囲の全ての Wqに対して上の手順がとられたら，

次いで一1~匹<0 の全ての匹についてエ＝A に

おける値 N(A,Wq, UJ) を初期値としてお＝0まで

(20)式から順に求めていく。これで 1繰り返し註算終

了となるが，もし次の収傲判定条件を澁足しなければ

琴するまで繰り返し計算を行う。

最大 11_ N(n+1)（おS,(l)q, Uj) 

xs, Wq I~ N呵 Xs,Wq, Uj) 

ここで eは収傲判定条件である。

上の収敏‘判定条件を満足すれば，この時の N(n+1)（xs,

Wq, Uj) を中性子レサジにおける計算結果として，次

のレサジにおける中性子束計算に移っていく。

尖際の社算コードでは， （20)式は収敏加速係数 1

を）ijいて次式の椋になる。

NCn+D(xs, Wq, Uj)=x (exp（一沿）N叫 (Xs-1,Wq, Uj) 

＋蛤F[NCn);おs,Wq, Uj] 

＋亨［N①；おSー1,Wq, Uj]} 

+(1-x)N①（おs,Wq, Uj) (21) 

(21)式は EOS-2コード7)として NEAC2206叶

算機用にコード化されている。

3. 計算結果及び他の結果との比較

他の理論による計算結果との比較，及び実験結果と

の比較は次の順序で行う。

第 1にモーメント法の計算結呆16)と比校するため

に，カーボン媒質中の核分裂線源による中性子透過間

題を計算した。線源は板形状核分裂線源とし，線源の

角度分布は等｝j分布と仮定する。線源の強さは 1中性

子／秒-MeV-c叫にとる。カーボン媒質の厚さは EOS

註算では 80g/cm2てあり，モーメント法は無限媒質
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媒質；カーボン
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である。図ー1に両方法の計算結果として，横軸のエ

ネルギについて 10-g/cmら 30g/cmら 60g/cm2 の距

離における速中性子スペクトルを示す。実線はモーメ

ント法による結果であり，、点線は EOS法による計算

結果である。両スペクトルは極めて良く一致してい

る。中性子エネルギが 6,7 MeV附近で EOS法によ

るスペクトルは大きな変化を示しているが，ソ連で行

なわれた実験結果（原子炉からの中性子のカーボン媒

質透過スペクトル）でも中性子スペクトルはこのエネ

ルギ近傍で大きな変化を示している。

第 2に BSR-1における水中の中性子角度スペクト

ルの実験結果17)と比較するために，炉心からの中性子

の水媒質透過間題を計算した。実験は M.S. Bokhari 

と V.V. V erbinski によって行なわれ， BSR-1の炉

心からの中性子束は水プール中でコリメートされた

Li6Fダイオードスペクトロメータにより測定された。

計算結果は実験結果と共に図ー2に示してある。 EOS

計算における線源の中性子スペクトルは図ー2で 0cm

とりじしてある実験による中性子スペクトルと一致させ

た。この、1訳での中性子スベクトル視lj定値は， BSR-1の

炉心面の中心で，炉心面に垂直方向の成分である。計

算では線源の角度分布は等方分布であると仮定した。

EOS計算での水層の厚さは 50cmにとった。図ー2

に示してある中性子角度スペクトルは測定角度を炉心

面に垂直方向にとった場合である。他の角度について

(371) 
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図ー2 中性子角度スペクトル
媒質；水線源； BSR-1の炉心

も中性子スペクトルは計算されているが， EOS法で

は線源が無限平板であるのに対し炉心面は有限平板で

ある。両者の線源は幾可形状が異なっているため，求

めた中性子角度スペクトルは実験結果と比較できな

い。図ー2からわかるように，両スペクトルは中性子

の高エネルギ領域で極めて良い一致を示している。計

算によるスペクトルは 3.5MeV附近で急激な減衰を

示しているが，これは水中の酸素原子が 3.5MeV附

近で大きな吸収断面積を持つためである。実験による

スペクトルはこの減衰の位置が， i埒エネルギ側にずれ

て 4MeV近傍にある。また実験では使用した測定器

が有限の分解能を持っため，急激なピークあるいは減

衰はなめらかに澗定されている。

第 3にソ連において，ポリエチレン媒質中の速中性

子スペクトル18)が原子炉からの核分裂中性子を用いて

洞定されている。この実験によるスペクトルと比較す

るために，財さ 70g/cm2のボリエチレン層における

中性子透過間図を計算した。実験は原子炉からの中性

子を広角のコリメータをもつシンチレーションスペク

トロメータて測定している。実易籍結果と EOS計算結

果は図ー3に示してある。実線が EOS計算の結果で

ある。 EOS計算における線源は図ー3で 0g/cm2 と

(372) 
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図ー3 中性子スペクトル
媒質；ポリエチレン 線源；原子炉からの核分裂線源

記してある測定値と一致させた。また計算における線

源の角度分布は線源平面に垂直 ((l)o=l.0) 方向の単

一方向分布と仮定した。計算結果は 10g/cm2 の距離

ては測定値と極めて良く一致した。しかし距離が大き

くなるに従って，計算スペクトルは測定スペクトルよ

りもかなり低く出ている。 60g/cm2の距離で 2MeV

のエネルギの点では，計算結果は実験結果よりも，ぉ

よそ 1桁余り小さい。それにもかかわらず，両スペク

トルの形は同じ1項向を示している。すなわち，距離が

大きくなるに従ってスペクトルはハードニングを示し

ている。計算結果が実験値と一致しない原因は計算に

おける線源の角度分布の仮定に間題があるように思

う。

最後に多直層間題の計算例として，酸化ベリリウム

(7.5 cm淳）一水 (10cm岸） 2重層媒質に対する核分

裂中性子の透過間題計算結果を図ー4に示す。線源の

スペクトルは図ー4で線源と記してあるスペクトル

で，線源の角度分布は cos20分布を仮定した。酸化ベ
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リリウムの比重は 2.82g/cm2 とした。図ー4に示し

てあるスペクトルは角度方向を前方方向 ((J)=1.0)に

とった中性子の角度スペクトルである。スペクトル a

は酸化ベリリウム 7.5cmの層を透過した時の中性子

角度スペクトルであり，同じ＜ bは酸化ベリリウム層

透過後水層 5cmを透過した時のスペクトルである。

C は同じく酸化ベリリウム層の後水層 10cmを透過し

た時のスペクトルである。スペクトルは 7~8MeV近

傍で幾分減衰を示し， 3MeV近傍及び 2MeV以下の

エネルギで大きな減哀を示す。このうち 7~8MeV近

傍と 2MeV以下のエネルギにおける減哀は，酸化ベ

リリウムと水に含まれる酸素の原子が 7.3MeV及び

1.6 MeVのエネルギで大きな吸収断面積を持つこと

による。 3MeV 近傍における減衰は酸素とベリリウ

ムの両原子が，各々 3.5MeVと 2.7MeV近傍のエ

ネルギで大きな吸収断面積を持つことによる。これと

は逆に 2MeV近傍に大きなビークがあるが，これは

酸化ベリリウムに合まれるベリリウム原子の非弾性散

乱によって，高エネルギ中性子が減速されて， 2MeV

近傍以下の低エネルギ頒域に中性子の苓積が起きるた

めであろう。

4. 考察及び結論

4.1 中性子束の減衰計算
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EOS-2コードは中性子束の減衰計算を正確に行う

ことが，図ー1に示すモーメ‘ノト法の計算結果と良い

一致を示すことから明らかである。

4.2 中性子の角度スペクトルの計算

EOS-2コードは中性子の角度スペクトルの計算を

予想されるように厳密に行うことが，図ー2に示す

BSR-1における実験結果と良い一致を示すことから

推定される。しかし同一2に示す中性子の角度スベク

トルは角度が前方方向 (w=l.O)のみであり，他の角

度についての角度スペクトルに関しては結論を出すこ

とができない。これは無限平板状の幾可形状に相当す

る線源による実験結果及び他の計算結果が，得られて

いないためである。

4.3 多重層遮蔽体に対する中性子透過計算

EOS-2コードは図ー4に示す様に，多重層遮蔽体

に対する中性子の透過計算を行うことができる。現在

のところ，多重層遮蔽体についての信頼すべき実験結

果及び他の計算結果が得られていないので，比較検討

することはできない。

4.4 非弾性散乱過程を含む計算

EOS-2コードはベリリウム原子の様に明らかな非

弾性散乱断面積を持つ物質に対しても，図ー4に示す

様な計算結果を与えた。このことから非弾性散乱断面

積を持つ物質に対して， EOS法は有効に計算するこ

とが予想される。ただし引用可能な実測データが不足

のため，比較検討は将来の課題である。非弾性散乱過

程は中性子の向エネルギ領域で重要な要因となるか

ら，計算は 18MeV程度の商エネルギ中性子から始め

るべきである。 しかし， EOS-2コードはエネルギメ

ッシュの制限（最大10エネルギメッシュ）から計算は

llMeV近傍から始めた。幸いにもベリリウム原子の

非弾性散乱断面積は，商エネルギ領域でも弾性散乱断

面積に比べて 1パ以下であるから，誤差は小さくてす

む。これに対し鉄の様に高エネルギ頒域で両散乱断面

積が同程度である場合は， 18MeV程度の高エネルギ

中性子から計算を始める必要がある。

4.5 単ーエネルギ単一方向問題の計算

EOS法は単ーエネルギ単一方向問題の計算に困難

がある。これは EOS法が線束をルジャンドル展開近

似していることによる。この困難を取り除くため，新

らたに SELENE法19)が開発されている。 SELENE

怯はガンマ線計算に適用され有効であることがわかっ

た。中性子束計算に適用する計算コード MENEもす

でに完成しよい結果を得ることが確かめられた。

(373) 
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4.6 EOS-2コードの容量

EOS-2コードは記憶容量としてコア 4,000語，磁

気ドラム 10,000語を有する NEAC2206計算機用に

作ったので，計算条件の制限が特に狭くなった。特に

エネルギメッシュが最大 10という制限は，速中性子

を全領域にわたって計算することを不可能にする。物

質が非弾性散乱断面積を持つ場合はなおさらである。

したがって現 EOS-2コードを非弾性散乱断面積を持

つ問題の解法に適用するには無理がある。距離方向メ

ッシュ数は計算時間の制限があるが，多ければ多いほ

どメッシュ間隔を小さくすることが出来るから，計算

結果は厳密になる。この様な制限を大幅に緩和するた

め，現 EOS-2コードは磁気コア 1万語および磁気テ

ープ 5台を使用できるように作り直す予定である。

4.7 比較すべき実験結果の不足

EOS-2コードはまだ種々の面で実験結果と比較検

討するべきである。しかし幾可形状の相違などによ

り， EOS法の計算結果と比較するのに適したデータ

が少ない。

4.8 計算に使用する物質データの不足

本計算に使用した物質の核データは文献(20)による

が，この文献に集められている核データはわずかに水

素， リチウム，ベリリウム，炭素，酸素，シリコン，

鉄，それにウラニウム 238のみである。今後他の原子

に関する核データを集める必要があるが，中性子に関

する各原子の詳細な核データは将来の研究に期待する

他ないであろう。特に非弾性散乱過程における散乱の

取り扱いは， EOS法では等方散乱を仮定しているが，

これは非弾性散乱における散乱角度分布に関するデー

タがほとんど得られていないためである。

〔記号の説明〕

N（エ， E,Q)： 位置ので単位エネルギ，単位立体角あ

たりエネルギ Eをもつ中性子が 9 方

向へ進行し， 9方向に垂直な単位面積

を単位時間に通過する数

位置ェでのエネルギ E の中性子に対

する物質の巨視的全断面積 cm-1

匹 (x,E) 

ni(X) ： 物質に含まれる i番目の元素の原子密

度， ni(X)X 1Q24 として販り扱う。

6t(9’→D, E’→E): i番目の元素による微分散乱断

面積。エネルギ E'で進行方向 9’ の

中性子がエネルギ E で方向 9の単位

エネルギ，岸位立体角あたりに変化す

る確率

(374) 

S(x, E, Q) : 位罹ェで単位エネルギ，単位立体角あ

たり，エネルギ E をもち 9を進行方

向とする中性子が単位体積あたり単位

時間に生まれる数

w : の方向と 9 方向とのなす角の余弦

Fei [N; X, w, U]： 位置ぉで弾性散乱により単位レサ

ジ，単位立体角あたり，レサジ Uをも

ち角度方向 0 の中性子が単位体積あ

たり単位時間に生ずる数。簡単のため

弾性散乱項と呼ぶ。

Ftn[N; X, w, U]： 位置ェで非弾性散乱により単位レ

(Jel, i(u) 

(1in, i(u) 

/i(U, μ) 

μ 

¢ 

p 

Yi(u', u) 

a’ 

Pl((J)） 

Pp(μ) 

h
 

Uj 

Pi(a) 

サジ，単位立体角あたり，レサジ Uを

もち角度方向 (J) の中性子が単位体積

あたり単位時間に生ずる数。簡単のた

め非弾性散乱項と呼ぶ。

レサジ Uをもつ中性子に対する i番目

の元素の微分弾性散乱断面積，バーン

レサジ Uをもつ中性子に対する i番日

の元素の微分非弾性散乱断面積，バー

ン

i番目の元素の重心系における散乱角

度分布関数

吋/i(u,μ)dμ=l 
-1 

重心系における散乱角の余弦

散乱の方位角

元素の原子量の逆数． p=立
i番目の元素による非弾性散乱の結

果，レサジ U'の中性子がレサジ U に

おける単位レサジ当りに変化する確

率，簡単のため減速核と呼ぶ．

『'Yi(u',u)du=l 

実゚験室系における散乱角の余弦

(J)についての［度のルジャンドル多項

式

μについてのP度のルジャンドル多項

式

組み分けのレサジ幅

h= 1 lnE 
(J-1) E。

UJ を最大レサジとすると，（J-j+l)

番目のレサジ

a についての I度のルジャ‘ノドル多項

式



A 

(J)。
x=Oから外側境界までの距離

中性子の入射方向と X方向とのなす角

の余弦
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附録 A 基礎式の導出

形状を平板とし，レサジ U で（1)式を書き直すと

次式の様になる。

(J) 
aN 
紐

＋囮(x,u)N 

＝叫N(x,u', Q')n心）ai(Q’→Q,E’→E) 

x E'du'dQ'+ S(x, u, Q) (A -1) 
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(i) 弾性散乱過程

文献（8)を参照して 6i(9’→D,E’→E)は次の様に

表わすことができる。

ai(D’→D, E’→E) 

=aez, i(u')fi(u', μ) 
(Mi十1)2

2MiE 
(A-2) 

また重心系での中性子の散乱角の余弦とエネルギ変化

との間には次式で示す関係がある。

(M叶 1)2/. E 
µ=1-~(1--¾—) 

エネルギ E 及び原子量 Miをレサジ u及び Miの

逆数 pで表わすと，上式は次の様になる。

(l+p)2 
µ=l-~(l-eu-u') (A-3) 

2p 

また (A-3)式を微分すると

(l+p)2 
dμ= -~eu-u'du' 

2p 

を得るから，（A-2)式に E'du'を掛けたものは (A-

4)式になる。

ai(f}’→D, E’→E)E'du' 

=aez, i(u')fi(u', µ)eu' —Udµ (A-4) 

9’ についての積分は次の様に表わせるから10)

2冗

¥d9’=『叫 d¢
-1 JO 

弾性散乱項は次式の様になる。

平”t（エ）『 aez,i(u')Ji(u', μ)eu-u'dμ 
-1 

x『"N(x,(t)’,u')d</J
゜

(A-5) 

また (A-3)式から

eu-u'=I-
2p(1—叫
(I+p)2 

(A-6) 

対数をとると

u'=u+ln 
I+2p+p2 

I+2pμ+p2 

となり（5)式を得る。

実験室系で中性子の散乱角の余弦とエネルギ変化の

間には次の関係がある。

M叶 1 万 Mi-1 万
a= 2 ✓万― 2 心

上式で変数 E,Miをそれぞれ u,p で書き直すと

a＝旦均('u-u')/2-!..;Ee-(u-u')/2(A -7) 
2p. 2p 

この式に (A-6)式を代入して

1+p J 1+2pμ+p2ーヒ． 1＋p 
a =．  

2p 1+p 2p J 1+2pμ+p2 

(375) 
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μ+p 
=----,-= 
J 1+2pμ+p2 

これは (8)式の関係を表わす。

非弾性散乱過程

散乱は等方と仮定するから (Ji(Q’→Q,E’→E)は簡

単に

1 
(Ji(Q’→Q,E’→E)＝-(Ji'1l,,i(u')gi(u', u) 

4冗

となるから，非弾性散乱項は次式の様になる。

互 ”i(x)\OO(J叫i(u')~冗）E。呼'du’ ・ 211:
1 

x ¥ N(”'(l)’,u')d(l)’ 
-1 

附録 B マトリックス Bは(x,(I)）の計算

(4)式は次の積分を求めれば計算できる。

『<T（u')f(u',μ)eu→叫N(x,(1)’,u')d</>(B-1) 
- 1 .JO  

(B-1)式のうち『冗N(”'(1)’,u')d</>に文献 (13)の

゜定理

吋:Pz(w')d</>=Pt(a)Pi((1)） 
'lr.JO 

を適用する。ただし各角度間には（7)式の関係式が成

立しているものとする。

『N(x,(1)’,u')d</>噂。門N心，U'）・2¥。冗R((1)’)d¢
L2l+1 

=I:-―-N心，u')Pi(a)Pi((1)） （B-2) 
l=o 2 

したがって (B-1)式は次の様になる。

(B-1)＝『<T（U'）・2E+1もfv(u')Pv(μ)eu'―u
-1 4冗 p=0

L 2l+1 
心

2 
N心，u')Pi(a)Pi((1)）dμ

l=O 

P L 2l+1 2P+1 
＝ここー• eu'-upt((1)） 
p=0 1=o 4T 2 

x『<T（μ')fv(u')Ni心，u')Pi(a)Pp(μ)dμ
-1 

(B-3) 

いま U を Uj,u'=uj+kh として議論を進める。

(B-3)式でのμについての積分は次の和の形で近似で

きる。（附録 C 参照）

g戸『
2 

n(u')fv(u')N心，u')Pp(μ)Pi(a)dμ
ー1

N+1 
= E旺昂fp砂―kh心 (B-4) 

k=O 

(376) 

このときは (B-3)式は (B-4)式の閃係から次のiぷに

なる。

P L N+l 
(B-3) = I; I; I; <1(ui+kh)fp(ui+kh)Pz((I)） 

p=O l=O k=O 

x ¢此．21+1 

4冗

Nz(x, ui+kh) 

P L N+l 
＝t t_-t<J(ui+kh)fp(ui+kh)Pi((J)）が
p=O l=O k=O 

2Q 

XI; a叫V(x,(J)q,Uj+kh) (B-5) 
q=l 

以上，元素についての添字 iは省略してある。

したがって散乱項（4)式は，（B-5)式に niは）を掛

けて iについて和をとればよい。

そこで
p 

吋＝ni(エ)<Jel,i(Uj+kh)江(p,i(Uj+kh)<p似
p=O 

(B-6) 

とおけば（4)式は

N+l2Q L 

(4)＝I: -r;-I: t aiqPl((J)）吋N(x,(J)q,Uj+kh) 
i k=O q=l l=O 

(B-7) 

となる。 (A-7)式で

L 

B#（m, (J)）＝EalqR((J)）W且（x) (B-8) 
l=O 

とおくことにより (13)式を得る。 (A-8)式，（A-6)

式はそれぞれ (14)式，（15)式の閃係を表わす。

附録 C 定理の証明

木定理及び証明は文献 (11)による。

定理 H(u')を連続関数とし， Uk’三U'<U'K+1の範囲

で 1次関数であるとする。今 H,r,を Uぷ＝u+khにお

ける H(u') の値とすれば，積分は次の様に和の形で

表わせる。

2P+1 1 N+1 
2 ¥ H(U'）Pp(μ)Pi(a)dμ=E H砂―k峰ふ．

-1 k=O 

(C-1) 
ここで

u'= u+ ln (~2) 1+2pμ+p2)' 

¢わ＝
2p+1 [1 
2h ＼叫）Pp(μ)加）dμ,

μ1 

ヽ

か 誓噌kLK+1(μ)Pp(μ)恥）dμ
μk+l 

+¥圧-1(μ)Pp(μ)Pi(a)dμ],

(O<k<N) 



心＝？吐1 [邸
2h 

eNh L四 (μ)Pp(μ)Pi(a)dμ
μN-1 

+『:LN+1(μ)Pp(μ)Pi(a)dμ], 
-1 

¢l 2P+l 
PN+1= 2h e(N+1)h,¥―1L叫）Pp(u)恥）dμ,

啄

L心）＝ln(~)1+2pμk十炉'

(l+p)2e-叫 (1十炉）
μk= 

2p 
(O~k~N+l). 

〔定門の証明〕

H(u') の定義から UK’<U'~U~+l の範囲で

H(u')= 
(u'-uk')Hk+1-(u'-u'N1)Hk 

-~-------

h 
=Hk(μ) 

と表わす。

(5)式の閃係から Lk(μ)は求まる。

u'-uk'=ln ( 
1+2p四＋が戸初µ—+-P2..) ＝ -L心）

四は (A-6)式から求まる。

したがって H秋μ)は次の様に表わせる。

H瓜μ)=
HkLk+1(μ)-Hk+1Lk(μ) 

h 
(C-2) 

定珂の (C-1)式は (C-2)式の閃係から次のtドに証明

される。

2P+1 1 
2 ¥ H(U'）Pp(p)Pt(a)dμ 

-1 

=2P+1Ni『:!,k(μ)Pp(μ)Pi(a)dμ
2 k=0 t’k+1 

2P+HμN +--―＼応（μ)Pp(μ)Pi(a)dμ
2 -1 

2P+1N-1 μK 
= 2h呂（州 ~:+1(μ)Pp(μ)Pi(a)dμ 

Pk+l 

叫•＼叶叫（µ)Pi(a)dµ)

2P+1（い
2h 

+=-r~ (HN・ ¥.. LN+1(μ)Pp(μ)Pi(a)dμ 
-1 

-HN+l『加(μ)Pp(μ)恥）dμ)
-1 

N-1 
＝to1R起―Kh,.2Pーナ:_!ekh[『:i',k+1(μ)Pp(μ)Pi(a)dμ
k=。 2h 咋＋1

+『:!:,k-1(μ)Pp(μ)Pi(a)dμ]
μK-1 

叫 e-Nh.2p2；い［「エ1(μ)Pp(μ)Pi(a)dμ
啄 ー1

+『:LN+1(μ)Pp(μ)恥 ）dμ]
-1 

これで定理が証明された。

附録 D 条件 1のマトリックス

¢仇の計算

33 

水素については， p=l,fp(u)=ovoであるから，実

験室系での散乱角の余弦 a 及び L妖μ)は次の様にな

る。

p+μ l+μ 
a=-＝- --＝--＝＝----＝〈1+μVl+2pμ+p2 V2(1+μ) 2' 

l+2pμ+p2, l+μ Lk(µ)=ln~=ln~=2ln✓旦
l+2pμ叶炉 1十匹 l+μk 

a 
=21n-

ak 

ここで知＝｛戸:でであり，肛は附録 C より

(1+p)2¢--Kll,-(1十炉）
μk= 

2p 
であるから，この式に

p=lを代入して

μk = 2e-ka -1 

ak=e—紐／2

したがって¢盆は次の様に求まる。

心＝喜＼~1(µ)Pi(a)dµ＝鉱 :゚2 ln ~Pi(a)4a da 

＝外：↑ln臼）Pi(a)da,

¢盆＝炉[『Lml(μ)Pl(a)dμ
吹＋1

＋立＿1Lk-1(μ)Pi(a)dμ] (O<k<N) 

＝が叩 aln(a)R(a)da 
“K+1 aK+1 

+＼：：-1aln (~)A(a)da]. 

Pi(a)をaのべきで展開して次式の様に表わす。

l 

Pi(a)=t Aiが．
).=0 

租分＼：kk*1ln二）必＋1daを計算すれば，砧は求ま

る。ここで＊は士の符号を表わす。

<:*1ln（二）が＋1da＝-¥exp(―竺0+2))

x [?＠+2)＋exp□知＋2）)-1

旦（え十2)]2 --] 

したがって

(377) 
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¢盆＝位 A\ ［馴＋2）］［x:［〗2a+2) ） -1 ] 

1 

=h).苔贔信＋1）か
1 

必＝h).五ぷexp(-~kh). 2) 

x 『-X-P叫＋2）)—+exp(-］ a+2))-2 ｛互（え十匂｝rc•+2))-2]

=2hf0Aiexp(―亨）。k(仕＋1)h),

ここで

e-x十ぉー1
go（x)= 

ぉ2 '

coshx一1
g妖x)=~, k>O. ”2 

附録 E 条件 3のマトリックス

¢益の計算

三次元マトリックスである係数¢品の計算方法を

以下に述べる。 ¢似は附録 Cで与えられているが，ぃ

ま簡箪のため¢ふを次の様におく。

¢贔＝
2p+1 丁＼L妖，r.t)Pp(μ)Pi(a)dμ (E-1) 

上式の右辺に合まれる Pt(a)：にルジャソドルの漸化式

を適用する。

¢贔＝2p2]k(μ)Pp(μ)｛叩aPlー1(a)

l-1 —-]加(a)} dμ 
2l-1 2P+1 

＝ l.了＼Lk(μ)•aPp(µ) •Piロ(a)dµ
l-1 2p+1 ― 1―•一:― \L心）Pp(µ)P口(a)dµ

上式で aPp(μ)を Pt(μ)で展開する。

2P+1 2t+1 

2 
恣(μ)= ~ ~~aptP(µ) 

t 2 

2p+1r1 
ここで apt= 2 ¥ aPp(μ)Pt(μ)dμ 

-1 
(E-2) 

t の範囲を O~t~P にしておく。

したがって

l 2l-1 2t+1 
知＝ l -平 2吋L心）Pt(μ)Pl-l(a)dμ

(378) 

l-12P+l 
― l ] ＼ 叫 ）Pp(μ)P.ロ（a)dμ.

したがって，上式から¢似の lについて次の漸化式

を得る。

心＝
2l-1 

l t 
こapt¢炉ー

l-l 
l亨. (E-3) 

(E-3)式は l=Oの時のマトリックス¢》K が求まれ

ば，マトリックス aptを知ることにより¢店は計算

できることを示す。したがって以下には， aptの求め

方及び¢似の計算方法について述べる。

aptは (E-2)式の積分を求めることによって計算で

きる。 (E-2)式の Pt(μ) にルジャンドルの漸化式を

適用すると，

apt=2p2+1『＿勺い）｛デ幽1(μ)

t-l 
- t pt—2p口(µ)}dμ 

2p+1r1 2t-1 
= 2 ¥ aP←1恥(μ)• μPp(μ)dμ 

-1 t 

2P+l[1 t-l 
― 2 ¥-1-t aPp(μ)P口 (μ)dμ

=2t+1｛圧！知＋1,t—1十］知1, t} 
t 2P+3 2P-1)  

t-l 
- ap, tー2.

t 
(E-4) 

(E-4)式は apo を知ることによって計算することが

できる。 apoは次の関係式から求まる。

2p+1r1 
叩 ＝¥[1aPp(μ)dμ,

-1 

ここで
00 

a=~ apoPp(μ). (E-5) 
p=O 

一方 aは (8)式に示す関係をもつ。 (8)式の右辺の分

母 (1+2pμ十炉）ー1/2はルジャ‘／ドル多項式の母関数で

ある。これは次式で示すように展開される。

00 

(1+2pμ十炉）一1/2=~ (-p)PPp(μ). (E-6) 
p=O 

したがって
00 

a=(p+μ.)I: (-p)喝(μ.)
p=O 

00 00 

＝一区 (-p)P+lPp(μ.)＋区 (-p)P
p=O p=O 

x {（P+1)PP+1十ppPー1
2P+1}  

oo 

＝砂(μ){ 
p 

-(-p)が1+~(-p)忙1
p= 。 2P— 1



＋ 
P+l 

(-p)P+l}. (E-7) 
2P+3 

(E-5)式は (E-7)式に等しいから， apoは次式の様

に求まる。

P P+1 
apo= -(-p)P+l十一 (-p)p-1+ （-p)P+1 

2P-1 2P+3 

P P+2) 
= （-p)P-1[ - ・p2f 

2P-1 2p+3) 
(E-8) 

(E-8)式で apoが求まると，（E-4)式から aptが

計算できる。 aptを求めることができたから次に¢似

を計算すればよい。¢似の計算は次の様に行う。まず

¢似は附録Cから次式の形に書ける。

¢似＝
2P+1 1 
2h ＼い）Pp(μ)dμ

μ1 
(E-9) 

心＝
2P+1μk 
2h e紐［＼咋＋lLk+l（叫（μ)dμ

+『:_lLk—1(µ)Pp(µ)dµ} (E-10) 
μk-l 

(O<k<N) 

心＝
2P+1 （啄

2h 
eNn[＼い(μ)Pp(μ)dμ

μN-l 

+『:Lu+1(μ)Pp(μ)dμ} (E-11) 
-1 

外，N+l＝誓1e(N+1)h¥―:Lu(μ)Pp(μ)dμ
μN 

(E-12) 

(E-9)~(E-12)式の積分は次の積分で代表できる。

位心）Pp(μ)dμ (E-13) 
a 

(E-13)式の Pp(μ)を展開して

p 

Pp(μ)= I: A詞
A=O 

てあるから，（E-13)式の積分は

位心）・似dμ (E-14) 
a’ 

を求めることに帰盾する。部分積分すると

(E-14) ＝犀L臼）］：—土＼p1 十□；；1＋p2dµ
2p 

(E-15) 

l+p2 1+2pμ+p2 
(E-15)式で b=― ーとおけばμ=

2p 2p 

1+2pμ+p2 
+bと書き表わせる。またて＝ とおくと

2p 

μ=1:+bと書ける。したがって，

臼＝（て十b)え＋1＝図汀）r珈＋i-s.(E-16) 

(E-16)式を (E-15)式に代入して

また
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位心）µHldµ=[―~L心）］ a/3
1 i+1 i+1 /3 

-i+1E。(s)が＋1-s~~s-ldµ
μHl/3  1 2+1 i+1 てs/3 

= ［五凸叫— i+1屈 s)が＋1-s昌
bi+1 

入＋1
〔lnて〕！ (E-17) 

1 
lnて＝ln

+2pμ+p2 T I _¥ L 1+2pμ+p2 
- - ,L妖μ)=ln
2p 1+2pμ1c十p2

であるから，

[lnて］!=[L秋μ)]! (E-18) 

てある。 (E-18)式を (E-17)式に入れて

¥a/3い）μ"dμ=[~Lk(µ)J:/3 

え A¥ bl-S 

舌。(s)(S+1)2-［田］［ (E-19) 

(E-19)式を叶罪するために，まず L秋μ)を求める。

1+2p阻＋が＝（l+p)2e-khであるから，

LK土1（四）＝土h} (E-20) 

Lk(四）＝0

2 1 /l+p 
さらに N’=-ln(--）-Nから，h ---¥1-p 

LN+1(-l)=ln~=ln(□ 2e(N+1)h 
(1+p)年 (N+1)h 、1+p)

=(N+l)h-ln（旦パ1-p 
=h(l-N') (E-21) 

詞様に，

LN(-1) = -N'h (E-22) 

次ぎにてs+1の計算する。

［ぎl]μ=μk={ 
1+2p既＋p2)s+l 

＝ ｛ （1;p:｝ s+1:料 (s+1) (E-23) 

［印］／』＝土1=｛ （1土p)2} s+1 
2p 

μ2+l-bi+1 
(E-19)式の石辺の第 1項の一

入＋1

る。まずμ＝土1とおいて，

(E-24) 

を計算す

（土1)A+l-bi+1 1 (1土p)2 え＋1
奸 1 ＝入＋1［[ 2p--+b} -b狂 1]

＝図土げ）｛旦t:)~• 「が＋1-s

このぶま—△-（ド｝）＝ S土（：）の閃係から，

(379) 
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=sto¾i―(;)が一S { （1土p)2l s+1 
s=o s+1 S 2p) 

(E-25) 

次ぎにμ＝四とおいて計算するが，限を次の様に表

わす。

l+2p四＋p2,r.. i (l+p)2 
μk=2  +b= ｛ 2p e—吋＋b

この関係を使用して，

μ炉ーが＋1 え＋1~ 1 0+1 ¥ ((l+p)2 
杜 1 =S恥五(s)｛ 2p e-Kh} s •bi+1-s 

唸。-;h-(：）が一s{（1:pp)2e-Kh}S+1 

(E-26) 

以上の計算から (E-19)式を求めることができる。

さて (E-19)式の a,/3を実際の定数に戻して計算を

すすめる。まず a=μ1,/3=1とおくと

『 Ll(µ)吟＝~xh
μl i+1 

位。(;)が一S 1 1)2［団］九

= t』-(;)が一S(（1+p)2 S+1 
s=OS+1 S { 2p } 

位。（：）が一S 1 1)2{ (1;pp)2 } s+1 

x {1-e-h(s+1)｝ 

噂（：）が一s{ （1;pp)2 } s+1 

e-ncs+D+h(s+ 1)-1 

x { （s+1)2} 
(E-27) 

次ぎに a=μに 1,¢＝既とおいて，

『恥(μ)がdμ=
μK2+l-bi+1 

μk士1 i+1 
（土h)

―虞（;)が一S{ （1tpp)2 e—紐}s+l•{~}

疇。（;)が一s{臼~e-kn}s+l 

士h(s+l)+e干瓜s+D-1
x { （s+1)2}  

を得る。したがって

図1Lm(μ)吟＋旦＿1LKー1(μ)μidμ

=2I: 
入 b•-s 

(1+p)2 s+1 

s=0(s) ｛ 2p 叫
x [ coshり雷）｝ー!..] (E-28) 

また a=μNー1,/3＝邸とおくと

『互1(μ)がdμ=μ;+i1+-1が＋1（-h) 
μN-1 

(380) 

―虞（：）が一s{ （11pp)2 e-Nh} s+1 { 1ご悶）｝ 
さらに a=-1,f,＝邸とおいて

『LN+1(μ)吟＝砂+1-bi+1 xh 
-1 i+1 

(-1)2+l-bi+1 

i+1 
h(l-N') 

一土（え）が一S 1 [｛ (1+p)2 -Nhis+1 
s=0 S (s+1)2 2p e)  

-{ (1;pp)2 } S+1] 

したがって

『い(μ)がdμ+『:LN+1(μ)がdμ
μN-1 ―1 

= -t (i)が一S{(1+p)2e-Nh,}s+1 
s=0 S 2p 

1-eh(s+1) ＿ (-1)2+l-bi+1 
x {~} -~h(l-N') 

―嵐（；）が一s(s+1)2 [ ｛ （1tpp)2 e-Nh,} s+1 

-｛ （1;pp)2 }S+1] 

唸。（；）が一s{（1;pp)2}s+1[｛（冒）2e-Nn}s+1 

eMs+D h(l-N') 
x -

(s+1)2 s+l 

―(S+1)2 {（冒）2e-Nh戸＋ （s＋1)2 ] 

ここで

N’=旦 ln（旦~)-Nh 1-p 

から 位）'e-N•=eN'h
となる。この関係を上式に代入すると上記の積分は次

ぎのようになる。

心（りが一S{リ-p尺 S+1
s=。s 2p } 

x~{l+eCN'十1)(s+Dh-2eNl(s+Dh
(s+1)2 

+(N'-l)h(s+l)} (E-50) 

残る最後の積分は

\― 1伝(µ)がdµ=~(-N'h)
μN え十1

素（：）が一S(s+1)2[{(1:pp)2 }S+1 

-{ 2p2e-Nh, } S+1] ＝嵐（：）が一S{（1;pp)2 } S+1 



eN9(S+1)k-N’h(s+1)-1l 

x { (S+1)2) 
(E-51) 

となる。以上の計算で，我々の目的とした (E-13)式

の積分が，積分の下限 a及び上限§の全てについて

求められた。なお以後の計算に便利な様にまとめて書

いておく。

e-hCs+D+h(s+ 1)-1 
go[h(S+1)］ ＝ --9-

(s+l)枷

叫 h(s+l)]=
cosh{h(s+l)} -1 

- -

(s+l)叩

O<k<N 

ON[h(s+l)] = 
1 

(s+1戸h2-
X {l+e<N'十1)（S+1)h-2eN9(S+1)h、

+ (N'-l) h (s + 1)} 

YN+1[h(s+l)] 
eN'<s+Dft_ N'h(s+ 1) -1 

(s+1)2h2 

とおけば，（E-13)式は次の様になる。

『叫）がdμ
μl 

(E-52) 

=h2虞（；）が一s{ (1:：l2-} s+1 •go[h(s+l)], 

『Lk+1(μ)がdμ+『k LK—1(µ)がdµ
μk+l 吹ー1

2 i (1+p)2em s+1 
=2h2こ bi-sJ0(;) bJ-s {~} s+1 •gk[h(s+l)], 

2-1LNー1(μ)がdμ+『＿：い(μ)がdμ

＝ h主。(
). ¥ ((1-p)2) s+1 
~) {~} s+l・ON[h(s+l)], 

＼―1伝(μ)がdμ
μ/I{ 

え

=h心（ 入 bi-S 
(1-p)2) s+l 

s=。;)b.l-s {¥} s+l ・ON+l [h(s+l)] 
(E-13)式の積分が以上の様に求まると，¢似は簡単

に求まり次の様に書くことができる。

2p+1 P i 
炉 (2-Oko) ~ he字。Afst。(;）が一s

x e-Kh,} 仰 [h(s+l)]
{ （1+p)2 S+1 

2p 
(E-53) 

(O~k<N) 

2p+1 P 心＝ he訟 EA『t入が一s
(1 -p)2} s+1 

2 i=0 s=0(s) ｛ 2p) 

渾 [h(s+l)] (E-54) 

(k=N, N+l) 

(E -53), (E -54)式により¢似は計算できるわけで

あるが，この両式を計算機で実際に計算することは容
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易でない。そこでこの両式を計算機で計算するのに適

した形に変形する必要がある。これを次の定理によっ

て変形しよう。

定理

f(x)=I:A.1が， g(y)＝こgnY”
.i n 

ならば

ぇ

訊ど。（りい＋l)a炉＝~a四（a+b)Gi
j 

である。

ここで

00 

Gj=~ din伽，
n=j 

n-J 
d加＝知＋ t:(1)玉，”ー1-l,

l=O 

私＝0｛j>n 
j<O. 

定理の証明は省略する。文献 (14)を参照されたい。

先に求めた¢似に上の定理を適用すると次式の様に

なる。

心＝
2-0kO 

(2P+l)h(l+p)?~o ( 
P (（1+p)2 j 

~(2P+l)h(l+p)\to {Te-kn} 

xP炉（匹）GJk (O~k<N) (E-55) 

e紐

¢ね＝一ー(2P+l)h(l-p)2,t 
P (1-p)2j 

~(2P+l)h(l-p)\to {¥} 
xP炉(-l)G加 (k=N, N+l) 

ここ」c 
00 

Gjk＝こ．djng祉，

n=J 
co 

Yk(Y)=gk(hy)＝こ g'1l,kY'1l,
n=O 

釦 (y)を yのべきで展開する。

g妖y)=区
°° g”KY”h-” 
n";;:o (n+2) ! 

， 

また

,- (n+2) ! 
djn= 

(j+2)! 
. dh 

とおく。

gK(hy)は (E-59)式から

(E-56) 

(E-57) 

(E-58) 

(E-59) 

(E-60) 

oo gnkh”炉 h-”OO
gk(hy)＝こ

gnk -- ＝こ―-----yn • 
~o (n+2) ! n~o (n+2) ! 

(E-61)式と (E-58)式から

- gn1c 
g”k= (n+2) ! ・ 

(E-61) 

(E-62) 

(381) 
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したがって Gjkは (E-60)式と (E-62)式を (E-

57)式に代入して

—°° (n+2)’°nK OO 

Gjk= E .  d加
1 

·—• = 
n=j (j+2)！ （n+2)！ （j+2)＇ こ．d加釦k:

. n=J 

(E-63) 

(E-52)式で s+lを y とおけば g1c,(hy) となり，

また同式の右辺の指数および cosh(hy)を yのべき

で展開し， （E-61)式と比較すると (E-61) 式の右

辺の g加が次の様に求まる。

る

算

廿

t

欠
t
i
l
l
U

ヽ
Aカ

をj

k

k
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0
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、
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が
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＋
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＋
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＝
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E

な

ま

”
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l

h

3

し

ーヽー'h
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h
o
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C
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ふ
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に

算

h
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.
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｛

+

E

り

と

訃

L

戸

戸

立

（

よ

こ

の

n

n

n

”

で

こ

る

祭

g

g

g

g

i

1

1

 

上

と

き

実

以

こ

で

(E-64) 

O~k<N 

Gjk=h-j(j+2)！面，

d抗＝
(j+2)！ -

(n+2) ! dj”’ 

Ak= 
h(l+p)2 

e-k尻
2p 

P炉
2-0Ko h(1+p)2 

4p 
(2P+l) 

(j+2)! 

xP炉(μk)［AK]j,

とおくと (E-55)式は次式で表わせる。

p 

¢似＝ t.-P~jGik
j=O 

ここで

(E-65) 

GjTG=h-i(j+2) !G加
00 

=h-j(j+2) ！． 
1 

(j+2) ! 
こdjngnk;

; n=J 
00 

=h-i I; djngnk 
n=J 

したがって Gjkは Kの仙により次の椋に求まる。

00 

Gjo= （ -1)jEdj，氾•（ -h)n

｛ 
n=O 

00 

こdj,j+2”・炉（j＝偶数）
n=O > (E-67) 

Gjk= OO 

~ dj, j+2n+l・h2n+1
n=O 

（j＝奇数）

k=Nの場合， N',N'+lの関数となるので，これ

をのと表わすと，

GjNは）＝い（ェh)→(j+2)⑰，N+1Cx)

(382) 

(1-p)2 
AN(x) =~•-'-hx 

2p 

(1-p)2 
嬬 (x)=(2P+l) 〉（E-68)

4p 

心 he(N+1)ll,p(j)（-1)[AN（お）］j

P (j+2) ！ 

とおく。いま

伽N(X)=jt。P岱(x)GiN(x) (E-69) 

とおき，この式で X=N' とすると，これは外， N+l

になる。

p 

伽N(N'）＝ EP心(N')G双 (N')
j=O 

＝外， N+l (E-70) 

ここで GjN(N')は

GjN(N')=(N’)→(N'h)→(j+2) ! 

1 OO 

X 
(j+2) ! 

こd加伽， N＋1
! n=j 

00 

=(N’)→(N')-i(h)一jE d心 (N')n+2
n=J 

00 

＝汀dj，叫j・(N'h)n (E-71) 
n=O 

次いで (E-69)式でエ＝N'+l とおくと

p 

伍（N'+l)=こ嬬(N'+l)Giu(N'+l)
j=O 

(E-72) 

ここで GjN(N’+1)は

00 

GjN(N'+l)=(N'+1)一(2+j)(h)一jこd叫い(N'+l)n+z
n=j 

(E-64)式の関係から

炉 (N'+1)n+2＝伽， N+2Yn,N+l 

したがって

伽 (N'+l) = (N'+ 1)一(2+j)（h)-j

xし喜j心 gn,N+2n喜jd加伽， N＋1}

したがって (E-70), (E -71), (E -72)式及び (E-

56)式から次式を得る。

¢似＝e-h｛如（l+N')-2如 (N')} (E-73) 

以上で¢似の実際の計算は終ったわけであるが， な

ぉ d沿 及 び p;jの求め方について，一層詳細に書く

と次の様である。

djn= 
(j+2)！ -

(n+2) ! dj”’ 

n-J n -djn=ojo+:~。い）dた1, n-1-.l (0年j::;;;n)

=0 (O::;;;n<j) 



したがって

doo =1 

do, n—1 
don=~ (n > 0) 

n+2 

djn= 
(j+2) n~/ n+l-l. 

こ
(n+l)(n+2) ~o l.! 

xdた1,nー1-1 (O<j:S;;n) 

=O (O::;;;n<j) 

(E-74) 

を得る。 Pわ及び P心(x)の計算も次の様に漸化式

から求めた方が便利である。 (E-65)式及び (E-68)

式の Pわの式から，

腐＝
2-0kO h(l+p)2 --. 
4p 2! 

P炉（か [Ak]0

(2-0kO) 
=~h(l十炉）

P盆(x)=
(1-p)2 

企heCN+l)ん

4p 

xP炉(-1)
[AN(x)]O 

2! 

=(1-p)2h企eCN+Dn ? (E-75) 
4p 

Pぶ＝
2p+1 ―-｛μ1cPい，°―

P-1 
p 2P-3p;＿2,0} 

(P>O) 

叫， j＋1=（2P+3)

X l鸞し『1+Ak［且｝
(p~j~O) 

上式の証明はルジャンドルの漸化式を適用すれば簡単

にできる。すなわちルジャ‘ノドルの漸化式は

2l-1 
R（四）＝ l 叫い（匹）

l-l 
---P口（阻）

l 

P畠印（匹）＝P釦亨（四）

+(2P+l)P炉(μk)

である。したがって

P芦＝
2-8Ko h(1+p)2 

(2P+l) 
4p 2! 

(E-76) 

P炉（既）［ふ］°

(2-8kり
=~h(l+p)2(2P+l)Pp(µk) 

=P嘉 •Pp（か（2P+l) (E-77) 

p~j= 
2-8Ko h(1+p)2 

4p 
(2P+l)~P釣匹）［Ak]J

U+2)! 

2 

(}+2) ! 
= P炉（四）P贔[Ak]1(2P+l)

~.--->—`.`---•------•·心9 --ピ··-•-··•·•··-·-一<‘“-r↑ヽヽ人，、一▲‘→～べa-一い心～一-―̀
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(E-78) 

(E-77)式，（E-78)式の Pp(μk),p炉（四）に(E-

76)式を代入すれば P;。,p;＋1,j+1について漸化式

を得る。

摩＝（2p+1){~— 1µ心(µk)p 

_P-！PP-2（四）｝尻。p 

2p+1 
= P ｛但吋＿1,o（μk)--

P-1 、 ~p:-2,o} 

p;+1, j+1= 
2 

(j+3)! 
い］j+lp品(μk)

x (2P+3)P乳や(μk)

2 

(j+3)! 
=~[Ak]i+lp品（限）（2P+3)

x {P昆＋（2P+l)P罰

=(2P+3)｛腐攣い］j+l十ふ
(j+3)！ （j+3) 

(2P+l) 
X 

(j+2) ! 
P炉[A叫 2P~。
(pk 

=(2P+3)l~ 
pk 

2p—1+A叫喜｝
以上の計算で実際に¢似を求める計算方法が確立し

たわけである。ここで簡単にまとめておく。

p 

心＝こ P訪jk (O豆k<N),
j=O 

心＝e-h｛如v(l+N')-2如 (N')},

外， N+l=伽N(N').

ここで
p 

伽N(N')=.t-P岱(N')GjN(N'),
j=O 

2 
N’=-ln(--

l+p 
h 1-p)-N, 

N=［か吋胃）］，
［ ］はガウス記号である。

また Pわ は (E-75)式で与えられ， Gjkは (E-67),

(E-71)で与えられる。

附録 F 条件 4のマトリックス

¢盆の計算

条件4の場合の ¢tKの計算方法を述べる。 (5')式

から u'-u=khを得るから (A-7)式は

(383) 
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1+p 1-
ak=-、--e-Kh/2 p _ --•-ekh/2 

2p 2p 
(F-1) 

で表わせる。 (4)式の積分は附録 B と同様にすすめ

る。 (B-4)式は次式で表わす。

(B-4)＝2p+1『a(u')fv(u')N;心， u')
2 J-1 

x Pv(μ)Pi(ak)dμ 
N+l 

= E 6k珈 fpke-KM似
k=O 

ここで

¢伍＝年Pz(ak), (F-2) 

心＝
2p+1 r1 p ~~1H(u')Pp(µ)dµ, (F-3) 

-1 

H(u') =a(u')f p(u')!Vi心， u').

(F-3)式は附録 Cの定理 1で l=Oとした場合であ

り，条件 4の場合も条件 3と同様に附録Eで計算され

る。したがって (F-2)式から¢似を求めれば条件

4の場合の 1J(仕（エ）は計算できる。

附録 G マトリックス T翡の計算

(6)式の (JJ’ についての積分を実行すると次式にな

る。

叫:ni(X)<1in, i(U'）が(u',u) 
i Ju 

2Q 

x I: aoqN(x,(J)q, u')E。炉'du'(G-1)
q=l 

ここで Yi(u',u)は (16)式で近似することにし，（G

-1)式の u'についての積分は以下に述べるように，

U について u~咋， U<知の 2 通りに分けて計算す

る。

i) u紅 B

H(u'）声in(u')gc(u',u)N(u')E。eu' とおく。 i恭字

iを除いてある。また N(u'）三N(ェ,(J)q, u'）。

(G-1)式の積分は次式の積分を求めればよい。

~:iH(u')du'(G-2) 
町

(G-2)式の積分を台形公式で求めると

~:fl(u')du'=_!_hH(Uj) ＋心 H(u1+1c)
町 2 k=1 

ここで

1 h 
-hH(Uj)＝-Gin(Uj)gc(Uj, Uj)N(Uj)E砂
2 2 

hH(Uj+k)=h叩 (Uj+k)Yc(Uj+k,UJ)N(UJ+k)E。e町＋K

したがって

(384) 

h 
T邸＝ー(1in(Uj)gc(Uj,Uj)E憂 j,

2 

Tぷ＝h(1切 (Uj+1c,)gc(Uj+k,Uj)E。e町＋k,
(G-3) 

k>O 

とおけば，（G-1)式は次の様になる。

l 
J-j 2Q 

ここ En心）aoqT乱N(X,(I)q,Uj+kh) (G-4) 
i k=O q=l 

ここで C翡＝ni(x)aoqT乱とおけば (G-3)式は (17)

式になる。

ii) u<uB 

H(u'）を i) と同様に定義すると (G-1)式の積分

は次式の積分を求めればよい。

~:DH(u')du’+『B叩(u')
UB Juj 

x I: a, (u') o [ u'-(u + u•)] E。eu'N(u')du'(G-5)
し

(G-5)式の第 1項の積分は i) の場合と同様に求ま

り， T訟は次の様である。

Tj h 
0, B-j＝一知(UB)釦(uB,Uj)E。伊B,

2 

T訟＝h0in(Uj+K)gc(Uj+k,Uj)E。炉J+K.l(G-6) 

(k>B-j) 

(G-5) 式の第 2項の積分は次の和の形で書ける。 こ

こではレサジ U をエネルギ Eに戻して書く。理由は

核の励起エネルギが Uツより Eツとして与えられるた

めである。

I;ai'11,(Ei+E")av(Ei+E")N(Ei+E•) (G-7) 
ッ

ここでンについての和は Ej+Eべ：EBを満足する全

てのンについてとる。またンは Kに対して次の閃係

を満足するものとする。

恥e紐~EJ+E•く局e(k+Dh

Kは上式の閃係から次の様に定まる。

k三 k（豆）＝［か州＋麿）］
また ‘‘,ノ8

 
G
 

ヽ
~

`

‘

,

‘

 
1 EV 

吐＝万In(1＋瓦)-K(JJ,j) 

とする。ここで［ ］はガウス記号である。

(G-8)式で k（ッ， j)が同じ値をとる全てのンの集

まりを SKとする。

(G-7)式は次式を Kについて和をとれば求まる。

こ叩(Ej+k)a(E氾）N（E心 (1-0L)
VE s k 

+ I:知 (Ej+K+1)a(Ej+K+1)N(Ej+K+1)0iジ

VE Sk 



=~叩(E氾）a(E氾）N（E氾）（1-吐）
u € SK 

+ ~叩(E氾）a(E氾）N（Ej+k)0i_1, u 
JI e SKー1

(G-9) 

したがって

Tぶ＝ Z知 (E氾）も（E氾）（1-吐）
u c SK 

+ ~叩(EJ+k)も(E印）ot-1, "' 
IIE Sk-1 

(O~k<B-j) >( G-10)

Tt, B-j= _ I; 叩 (EB)aッ(EB)
II c SB-iー1

X 0j B-j-1, 11・

以上で u<uBの場合の積分が求まる。 ここでまとめ

ておくと，（G-6), (G-10)両式から，

T訟＝h叩 (Uj+K)ge(Uj+K,Uj)E。e町＋k,k>B-j 

h 
T贔＝一叩(uJ+k)Yc(UJ+k,UJ)E。炉j+K

2 

+ ~叩(E氾）al/(E氾）0い， 11, k=B-j 
II c SKー1

Tぶ＝こ叩(EJ+k)aッ(E氾）（1-0L)
11, sk 

＋ こ 叩(E氾）も(E氾）0｛-1, u9 

II£ Sk-1 

(O~k<B-j) 

が得られ，

C翡＝n心）aoqTt!

とおけば (G-1)式は (17)式になる。

附録 H 輸送方程式の積分

(19)式を工について積分し次式を得る。

N(ェ,(l)，Uj) 

四（X,UJ) 
=N（ぉ’， (l)，UJ)exp {- (l) は一工')}

＋占叫―匹（お9Uj)”} ［，exp{四(”'Uj)t} 

xF[N; t,(J)．Uj]dt (H-1) 
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F[N; t, w, Uj]がぉについて（エ，ぉ')間で 1次関

数で近似できると仮定すると，これを

F[N; t,(1),u1] =F(t) =a+bt 

とおくことができる。 (H-1)式の右辺に含まれる積分

は次の様に計算できる。

<,exp {四（x， ~--t}F(t)dt

=a{~exp( 匹（エ， Uj)
匹 (x,Uj)／(1) (1) エ）

~exp( 阪（エ， Uj)”’
一阪（エ， Uj)／(1) (1) ）} 
+b{~exp( 匹（屯 Uj)”

匹（屯 Uj)I(1) (1) ） 
ぉ’四(X,Uj) 

ー匹（屯 Uj)I(1)exp( (1) x')} 
b (阪（お， Uj)

一匹（の， Uj)I(1)しexp( (1) x) 
-exp(阪（況 Uj)心 ')l

(1) ） 

したがって

占叫―四($,Uj)吋〖，exp{ 四（北お ~t}F(t)dt

1 1 1 
=F(x)ー［ ＿ 

(l) 四（お， Uj)/(l) ｛μT（ぉ， Uj)/(l)P（おーx')

＋ 
1 

伽（お， Uj)/(l)｝心ーエ＇）

Xexp{―阪(”'Uj）は一工')}］

1 
+F（ん')-［一

1 

(l) 四（エ， Uj)/(l)

Xexp{―如(X,Uj）は一＄＇）］
(l) ） 

＋ 
1 

徊（屯 Uj)/(l)｝心ーぉ＇）

1 

厨 (X,Uj)／叩(x-x')

xexp｛一阪(”'Uj) （エーぷ）｝］

匹(X,Uj) 匹（エ， Uj)
(x-ぷ） 。 ＠ー幻')+exp{-~ （エーx')}-1 

=F[N; X, w, UJ] ~ X 
(I) •• {阪(”’杓） （エーが）「

（エーお')
1-{1十阪(”,Uj) （エーエ')]exp―匹（況 Uj)（エー出')

+F[N;ぉ'w,u1]~x ~(x-x')} 
(I) •• {阪（お，幻） （の一幻')「

=al,F[N;ぉ,（o, Uj]＋但F[N;x', w, u1] 

(385) 
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ここで

aj=-• 
d r杜 exp(-ri)-1
w (ri)2, 

但＝一・
d 1-（1十戸）exp（一戸）
0 (rj)2' 

戸＝
四（X,Uj) 

~d, 

(386) 

d=エーの'•

したがって (H-1)式は

N(x,(l)，Uj) = exp(-ri)N（の’， OJ,Uj) 

+alF[N; x,(I)，Uj] 

＋但F[N;ぉ,(I)，Uj] 

となり，これは (20)式と同じである。


