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仰＝土恨dS'k=~oof :oo ~ー＋llkk/µ’
X ei/2(Hlk)（て一て')-i/2(1-lk)(a-a')

x伍(IJI μ<)Kzk(I JI μ>)dJ ……(4.1.9) 

l2 r 00 

<l>r= 
1 

五＼＼ h，dS’k苔lk(μ'＋戸）
x伍(lkμ<)Kik(lkμ>)sin lk(a-a') 

・・・・・・ (4.1.10)

のように書かれる。ここにμ>,μ<はそれぞれμ',μ1 

の内，大なる方および小なる方を意味する。 (3.1.15)

の公式を用いてて→00 における <I>IIを求めると，そ

れは <I>Iに等しくなるので，無限後方の速度ボテンシ

ャルは，

似＝ lim仰十<I>I=2</>1 …・・・(4.1.11) 
T→00 

となる。

(4.1.9), (4.1.10) などは線型理論の (3.1.13),

(3. 1. 14) と同形に見えるが， 内容はかなり異なるも

ので，その理由は伴流プロペラの項において詳しく述

べる。

μ1, aは r'の関数であるから，無限後方の流場に

は螺旋移動を行なったとき，流場を不変に保つような

螺旋は存在しない。したがって (4.1.10)は (3.10.5)

の微分方程式を満足しない。

4.2. 境界条件

境界条件式には (3.3.2)を用いる0<I>を <I>r と (/)II

とに分け，（3.3.4) などを参照すると，

0f 。<I>II of。<I>II
(Qr+ Wt)~-(V+ Wa)=~--~ ~~ 

r00 0m roo roo 

1 ;J([JII 

＝一 COS eO ano 
・・・・・・ (4.2.1)

となる。 (4.1.1) より，

cos ei=(Dr+ Wt)/W*, 

sin Ci=（V+ Wa)/W* ｝…（4.2.2) 

w*＝{（V+Wa)吐 (9r+Wt)2

であるから，（4.2.1)の両辺に cosso/W* を乗じて

整理すると，

in ( 
1 0伽

sin(so-ei)=-~~ ・・・・・・ 
W* ono 

(4.2.3) 

が得られる。近似的に，

注：図 7の矢印は現実の流れの方向を示すもので，

Wi, Wtの正の方向は図の矢印とは逆になる。 w*

は矢印の方向を正と仮定する。
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r80 がプロペラ回転数
H:プロペラ翼のピッチ
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＝一ぃし＋~) ・・・・・・ (4.2.5)

と書かれる。これを線型理論の場合の式 (3.3.6)と比

較するとほんど変わりがない。いずれも吹き上げとし

ては渦面に対する法線流速をとり，プロペラ賀素に対

する流入速度は線型理論が W であるのに対し，非線

型理論では W*となっている。

4.3. 定ピッチ非線型理論

螺旋渦のピッチが一定でないとすると，線型プロペ

ラ理論に見られるような理論の簡潔さと一貫性が失な

われ，はなはだ繁雑なものとなる。このことは第 5章

の伴流フ゜ロペラ理論の中に見ることができる。螺旋渦

のピッチを一定と仮定すると，非線型理論とはいって

も，線型理論と展開式はほとんど変わりなく，線型理

論の簡潔さはそのまま保存される。

螺旋渦のピッチは（4.1.1) に示した h の半方向の

平均値をとり，



h= 
V＋五―

9＋函
または h= r tan (e + a i) 

・・・・・・(4.3.1)

と仮定する。ただし五；，五石はそれぞれ Wa,Wt/r 

の平均値を意味する。

このようにすると， 4.1節で区別した h と h'は

等しくなり，無限後方の流場は (3.10.5)の微分方程

式を満足する。

境界条件として (4.2.5)の W*に合まれる Wa, 

Wt/Yの代りにその平均値を用いることにすると，循

環分布rを求める積分方程式は線型理論の場合と同形

になるし， また Munkの定理は成り立つ。 したがっ

て線型理論の場合に行なった解析の結果はそのまま非

線咽理論に適用することができる。

楊力分布密度と循環分布密度の関係は Kutta・

Joukowskiの定理を用いると，

揚力分布密度： pW*r …•••(4.3.2) 

である。

プロペラが単位時間に流体に対してなす仕事 P

は，

0(/) 
P= -lp¥¥-- W*rdS’ … 

Oni 
(4.3.3) 

(1＝(1’ 

である。これは線型理論の (3.6.19) に対応する式で

I 線 型 理

粟素への流入速度 W=Jv吐 砂2

0 0 0 
法 線 微 分 =-cos e-—+sine--

an ax ra0 

角
h V 

ピ ツ チ -=tane= 
r Qr 

揚力分布密度 [l＝pWr 

4.4. 最適プロペラ

最適フ゜ロペラを求めることは実用上極わめて重要な

ことであるから，プロペラ理論の研究の大半はこの問

題に関連している。しかし最適プロペラの設計にプロ

ペラ理論が有力な手段であるという実証は少ないよう

である。プロペラ理論は完全流体に関するものである

のに，実際のプロペラは粘性影響がかなりあるうえ，

さらに複雑な船体伴流の中で作動するものであるか

ら，理論を実際に近付けることはなかなかむつかしい。

しかしプロペラ理論は最適プロペラ設計の一つの重要

な拠り所であるし，また理論そのものとしても興味深

論
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ある。

線型理論の場合と同様に (4.3.3) の中の <Prrに関

する項は消失する。 o/oniの演算に (4.1.5)を用いる

と，（4.3.3) は

P=lp＼炉＋Wt)Wa1dS'

叫＼（v+Wa)wtrdS' 

=lp『゚(Qr+Wt)WaI'dr 

吋゚゚ (V+wa)wtf'dr 

゜
=lpQ『0(V+wa)I'rdr

゜
-lpV『0(Qr+ Wt)I'dr 

゜
・・・・・・ (4.3.4)

となるから， Kutta-J oukowskiの定理を用いると，

P=QQ-VS ・・・・・・ (4.3.5)

となり， 線型理論の場合と同様に P はプロペラのエ

ネルギー損失を表わす。

要するに線型理論と非線型理論とでは，下表のよう

に記号が変わっただけで，全体の表示式にはほとんど

変化がない。

I 非 線 型理論

W*= v'(V+ Wa)叶 r2(Q+Wt/r)2 

0 0 0 
―=  -cos ei~+sin ei~ 
ani ax ra(} 

h V+wa 
-＝tan ei-
r r(Q+ Wt/r) 

pW*r 

いものであるから，今後の発展が望まれるところであ

る。

定ビッチ非線型理論における最適プロペラの計算法

はプロペラを揚力面として取り扱うとか，粟厚の影響

を考慮するとかの新しい試みはあるが， Betz, Gold-

stein, Kramer, Ginzel and Ludwiegなどの研究によっ

て，現在その大綱はほぼ定まったものとなっている。

以下にその概略を述べる。

最適フ゜ロペラの理論は， これを二つの段階に分ける

ことができる。その一つはエネルギー損失極小の循環

分布を求める「賀理論の第二境界値問題」である。他
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の一つは上記問題で求められた循環分布をもち， shock

free entryなどの条件を渦足するプロペラ翼の平面形，

ビッチ分布などを求める「翼理論の第一境界値問題」

である。

(1) プロペラ翼の第二境界値間題

この問題を具体的に述べると，「プロペラの半径，翼

数，作動状態および軸馬力が与えられたとき，推力馬

力が最大になる循環分布を見い出すこと」である。こ

れは (4.3.5)の右辺の第 1項を一定に保ちながら，工

ネルギー損失 P を極小にすることであるから， 変分

間題で周知のように， Pを極小にする条件は，（4.3.4)

により，

r。
lp¥ {k釘 (V+Wa)-V⑰ +we))oI'dr=O 

rb 

・・・・・・ (4.4.1)

から導かれる。ただし Kは Lagrangeの常数である。

oI'vま任意にとることができるから，（4.4.1)の 6r

の係数関数は 0でなければならない。したがって常数

Kは，

k= 
V(ilr+ Wt) tan e 

幻 (V+wa) tan ei 
＝ ・・・ (4.4.2)

となる。

図 7を参照すると，

-V+Wa V+w* 
＝ 釘＋ Wt Qr 

であるから，これを (4.4.2)に適用すると，

V 
k＝一ー または w*=-

V(l-k) 

V+w* K 

・・・・・・(4.4.3)

が得られる。 Kは常数であるから，エネルギー損失栖

小の場合， w*は一定である。

非線型理論で仮に Munk の定理IIが成り立つもの

とすると，エネルギー損失は（4.3.4)の右辺で与えら

一定ビッチの自由渦の全螺旋面が剛体のように軸方向

に一定速度 w＊で進行するとき生じる面に垂直な分速

度に相当して，吹き上げが分布される場合，エネルギ

ー損失極小となる。これが Betzの条件である。

(4.4.4)の左辺に (4.1.6)を適用し， 2w*h=lと

おくと，

叫 炉a(J ＝ー ・・・・・・(4.4.5)
a=a 1+μ2 

となる。

(4.4.5)を境界条件とする微分方程式 (3.10.5)の

解を求めると，エネルギー損失極小の循環分布 rtが

得られる。この問題は Goldsteinによってはじめて解

かれた。

エネルギー損失極小の条件を満足する無限翼数フ゜ロ

ペラの循環分布を I'00とすると，

に＝l几/I'00 ・・・・・・ (4.4.6)

により定義されるにを Goldsteinfunction と呼んで

いる。

Goldsteinの解は hをパラメターとするものである

が，最適プロペラの設計に当たって，最初は h は未

知量である。これを求めるのに便利な図表が Kramer

によって考えられた。

(4.4.2)より，

kQr(V+ Wa)I'i= V(ilr+ Wt)ハ
である。これの両辺を rでんより roまで積分する

と，

kilQ=VS ・・・・・・ (4.4.7)

であるから， Kはエネルギー損失極小のプロペラの効

率 1)iを意味する。したがって (4.4.2)は，

刀t=A/Ai=Ao/Aoi,A=tan s, Ai=tan ei=l/ μ, 

Ao=Ar/ro, Aoi=Air/ro=l/µ。.．．．． •(4.4.8)

と書かれる。

ここで推力係数 CTおよびパワー係数 Cpをそれぞ

れ，上記の解析によって，エネルギー損失極小である れ，

ためには，螺旋渦の 1::.:° ッチは半径方向に一定でなけれ G=8S/（町pV屹）2),Cp=8ilQ/（町pVBDり

ばならないことになる。このことから，最適フ゜ロペラ ……(4.4.9) 

として設計されたプロペラの軽荷煎および中荷軍状態 のように定義すると， Cr,Cp vまえoとえ。tの関数であ

に定ピッチ非線型理論を適用することは‘りを得たもの るが，（4.4.8)の関係により， AOと mの関数と考え

というべきであろう。 てもよい。したがって Goldsteinの解から， Cr-r;i―えo,

aの00| Cp-刀t-io の関係を図表に表わすことができる。 こ
~ I =2 Wt= -2 w*cos et 
ani(1＝(1’ れが Kramerの図表である。

2(1-k) プロペラの作動状態および推力が与えられたとする
=-~•Vcos et ・・・・・・ (4.4.4)

と， Kramerの図表より布が求められ， （4.4.8)に

であるから，無限後方の流場を対照として考えると， より Aoi, (4.4.3)により w*が定まる。

(248) 



Goldstein functionには如をパラメターとして図表

にされているので，直ちににの値を読みとることが

できる。無限袈数のときの循環分布 I'oovま

rOO w＊ふ・(r/ro) 4冗w* μ2 --=--=4冗・----- ----
Vr。 V l往＋1―Vμo l十炉

・・・・・・(4.4.10)

であるから，エネルギー損失極小の循環分布は，すで

に読みとったにと (4.4.6), (4.4.10) を用いると，

簡単に求めることができる。

(2) プロペラ賀の第一境界値問題

プロペラの半径，粟数，作動状態，推力が与えられ

たときの最適フ゜ロペラの循環分布は，エネルギー損失

極小の条件によって定まる。この循環分布に適合し，

shock free entryの条件を充たす駕平面形， ビッチ分

布，キャンバー分布を求めるのが，プロペラで普通遭

遇する第一境界値問題である。

揚力線理論を用いると，その解答は簡単に得られる

ので，実用的に極わめて好都合である。

この間題を渦格子の方法によって解いている例が最

近多くなっているが19,20)，それらの研究はほとんどビ

ッチ修正係数およびキャソバー修正係数のさらに正確

な値を得ようとの目的によって進められている。

shock free entryの条件は (3.9.6)であるから，

(3.9.8)のピッチ修正係数を既知とすると

a9=ai/k1 ・・・・・・ (4.4.11)

である。

Wi w*cos ei V(l-7Ji) 
m=-h= w;-＝W＊心＋叩

W*＝（V-WiCOSei)J1十炉

=(V+ w*cos2e) ✓1十炉

＝叫＋7Jt(1-初）｝び＋叩ユが＋布
が＋い ~-i. ✓ が十7J?

・・・・・・ (4.4.12)

であるから，

入(1-7Ji) 1-7Ji ふーえ
ai= ＝ ＝ が十7Ji i.+1／ふ 1十えAi

・・・・・・ (4.4.13)

のように表わされる。したがってビッチ分布は，

1 ふ—え
ag=-

如 1+ A.Ai ・・・・・・ (4.4.14)

によって計算することができる。

非線型理論では (3.9.7)の W を W*で置換えた

ものであるから，（4.4.11)を満足する循環分布は，
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I'i=2冗c*W*kふ／c* ……（4.4.15)

のように表わされる。エネルギー損失栖小の循環分布

riは定まっているので， k2を既知とすると，被平面

形を与えれば，キャンバー分布 fu/c*は（4.4.15)に

よって定まる。

以上のように揚力線理論を用いると，最適フ゜ロペラ

を簡単に求めることができるが，これらの理論がほと

んど Munkの定理によって支えられていることを忘

れてはならない。

4.5. 直進翼とプロペラの縦横比

Pistolesi5) [IV, pp. 249] はプロペラ性能を洲素理

論によって計算するときの有効迎角知を推定するの

に，これを直進粟の有効迎角と対応させ，両者が等し

くなるような直進粟の縦横比を近似的に求め，これを

プロペラの相当縦横比と呼んだ。

非線型理論の螺旋渦面は有効迎角に沿ったもので，

そのビッチは未知量であるから，相当縦横比の考えを

利用して，その第 0近似を求めるのがよいであろう。

Pistolesiの相当縦横比は運動鼠定理を用いて求めた

ものであるから，賀数の影轡が合まれていない。ここ

ではプロペラの循環分布を Goldstein分布と仮定し，

Kutta-Joukowskiの定理を用いて相当縦横比を求め
る53)。

直進平板楕円粟の場合に

ae ag-ai 1 _ 4b2 
'A=~ ＝ ＝ ag ag dCL 1 1 -- F 

1+---• ---
da 冗A

・・・・・・(4.5.1)

の関係のあることが知られている5)[II, pp. 169]。た

だし Fは翼面積で， A は縦横比である。 dCL/da=2冗

とすると，（4.5.1) より，

ai 1 

ag l+A/2 
・・・・・・ (4.5.2)

が得られる。

次にプロペラの循環分布を Goldstein分布と仮定し

て，

I'w*G(μ) 
＝ Vr。 v ・・・・・・ (4.5.3)

のように表わす。このときの誘導迎角幻は，

ai= w*cos ei/W* ……（4.5.4) 

である。 (4.5.3), (4.5.4) より w*を消去すると，

I'=ai W*roG(μ)/cos ei …•••(4.5.5) 
となる。 Kutta-Joukowski の定理によると r
=c*W*CLであるから， これを (4.5.5) に適用する

と，
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c*cos ei•CL 
roG(μ) 

=at...... (4.5.6) 

が得られる。この式の両辺に知を加え，両辺を知

で除すと，

c*cos ei CL.. ag 
—+1= —ー・・・・・・ (4.5.7)

roG(μ) ae 知

が得られる。

プロベラのピッチ H を一定とし，（4.2.5) と図 7

を参照すると，

w (nH-V)cos so 
ag= ----＝ 

W* W* 
・・・ (4.5.8)

である。 cos e合 cosei と置いても大差ないから，

(4.5.4) と (4.5.8) とより，

ag nH-V 
~= ~=const. •· ・ •・・ (4.5.9)
ae nH-V-w* 

となる。すなわち ag/aeは半径方向に一定であるし，

また CL/ae=dCL/da=2冗であるから，（4.5.7)より

c*cos si/G(μ)=const. でなければならない。それで，

c*=cG(μ)/cos ei, c=const. …（4.5.10) 

とおくと，（4.5.7) より，

が得られる。

ae 1 
＝ ag 

1+ 
dcLC 

da ro 

・・・・・・ (4.5.11)

(4.5.1) と (4.5.11) とはほとんど同形である。楕

円翼と Goldstein分布のプロペラで， A=ro/（冠）の

とき ae/agが等しくなる。 すなわち ro/（冠）がプロ

ペラの相当縦横比である。 これが定まれば， （4.5.2) 

によって第 0近似の m/agを計算することができる。

(4.4.6), (4.4.10), (4.5.3) より， G(μ)は

4冗にμ2
G(μ)＝一ー ・・・・・・(4.5.12)

lμo 1+μ2 

のように表わされる。これと (4.5.10) とより，

c* ― 
4冗にr

=C・
lro J1+μ2 

・・・・・・ (4.5.13)

となる。

展開面積比を ad,ボス比をんで表わすと，プロペ

ラ翼の幾何学的縦横比 Agは，

Ag= 
(ro-r逆 l(ro-r逆 l

＼ 
= =—ー(l-d研r。

c*dr 
adrr:ro2 冗ad

rb 

・・・・・・ (4.5.14)

である。 (4.5.14) の c*に (4.5.13) の右辺を代入

すると，

(250) 

Aa=(ro-rb叫詈ドバ：：μ2dr}

であるから，相当縦横比 ro/（冠）と幾何学的縦横比と

の関係は，

ro 4/l rro ICY 

百＝（ro-rb)2¥rb J1+μ2 dr•Ag 

・・・・・・ (4.5.15)

である。このように相当縦横比は駕数およびフ゜ロペラ

の作動状態によって変化する。

実際のプロペラの平面形は必ずしも (4.5.13)で与

えられるものとは一致しないが， Agを (4.5.14) を

用いてプロペラ平面形より求め， （4.5.15)によって

ro/（冠）を計算するのがよいであろう。 E を求める際

の螺旋渦のピッチは線型理論の値をとって h=V/Qと

する。

4賀フ゜ロペラで相当縦横比を 3／冗とすると， V/(nD)

=0.8のとき，（4.5.13)で与えられる賀輪郭はTroost

のB型4賀， aa=0.4のプロペラの翼輪郭に極わめて

近い形となる。このプロペラの幾何学的縦横比は 2.2

である。すなわち，プロペラが直進翼と幾何学的縦横

比が同程度な場合であっても，相当縦横比はかなり小

さいので，プロペラの誘導迎角は直進翼のものより遥

かに大きい。このことから，プロペラに非線型理論の

必要なことが理解できるであろう。

4.6. 揚力線による揚力面の逐次近似計算法

プロペラにおける「翼理論の第三境界値間題」は

(3.3.13)の形の積分方程式を解くことである。すで

に述べたようにこの方程式の性質は直進揚力面のそれ

に非常によく似ているので，直進揚力面で研究されて

きた方法を応用することができる。

プロペラの性能を求めるだけならば，揚力線理論で

もかなりよい結果の得られることが知られている。揚

力線の計算法には，連続な循環分布を用いる守屋の方

法1) （誘起係数の方法といわれる） と， 階段状の循環

分布を仮定する河田の方法2) （渦格子法の源泉と考え

られる）の二つの系列に分けることができる。この二

つの方法はそれぞれに長所をもっていて，その優劣は

つけ難い。しかし最近はプロペラ性能ばかりでなく，

プロペラ表面の圧力分布を求めることにも一部の関心

が集まりつつあるので，揚力面の計算は次第に活発に

なるであろう。

非線型理論では螺旋渦のピッチを逐次近似計算法で

求めなければならない。この逐次近似計算が避けられ

ないならば，揚力面を揚力線の逐次近似計算で解く方
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法53)をとり，その逐次近似の途上で，螺旋渦のビッチ

も順次正確なものを導入するようにすれば，計算の手

数は半減する。以下に定ピッチ非線型理論による揚力

面を揚力線によって逐次近似で解く方法の概略を解説

する。

(3.4.9), (3.5.12)などで表わされるものである。ま

たピッチを表わすパラメター hは (4.3.1)で与えら

れる。

定ビッチ非線型理論の積分方程式は境界条件 (4.2.

5) と線型理論の積分方程式 (3.3.13)を参照すると，

(4.6.1) を Prandtl揚力線の積分方程式の形に書き

改めるのであるが，その方法は 3.8節および 3.9節の

運算とまったく同じである。ただそこで W と書かれ

ているものを W*に書き改めればよい。 すなわち，

1 μ。 て2 て一て'
(4.6.1)は，

1 Co-e＝正い叫rK(¥;μ, μ'）む'
～ 1 
ag=¥  

r 
年 W*J-1ど一ど'

dざ十ai+u
・・・・・・ (4.6.1)

のように書かれる。 これの核関数 K は (3.3.14),

・・・・・・ (4.6.2)

のように表わされる。ただし，

di=-l~：此訊匹’)(µ'+f-)dµ'k喜lk如(lkµ<）枷(lkµ>)

U=―紐W*り「--『° J1+µ'2dµ'『 rdて'1豆— µµ’v+sinv加
+μ2 l‘b rl m=0 （況十炉十μ'2-2μμ'cosVm)B/2 

-3 J 1+μ2『゚(1+μ'2)3/2dμ'『rdて'1豆＼V tsintm 
8冗 W* ゆ " m=0 0 (t吐炉十μ'2-2μμ'cos伍）5/2

1 

ーロ叶
r 

-1 5 -e’ 
dミ＇

である。

(4.6.2)を rについて解くと，（3.8.6)のように，

ェ＝一旦✓戸§1 ✓ 1+5'元一U咋'-2at{l-5 
W* n: V 1+e J -l・v 1-e ~-e 冗 1+e -1 1+5 

と書かれる。この式の両辺を積分して全循環を求めると，

r 1 1 2幻W＊丑i=¾[l✓言ぽg-u)de
と書かれる。

W*=(V-WiCOSei)~=(V+ W*aiCOS€i)../1十炉

であるから，

W*＝四1+μ2 = V 
1-J1 +μ2aiCOSei SIIlSi-aiCOSei 

dt 

・・・・・・ (4.6.3)

・・・・・・ (4.6.4)

・・・・・・(4.6.5)

・・・・・・ (4.6.6)

・・・・・・ (4.6.7)

である。 W*はこの式によって計算するのがよいであ （4.6.5)に代入すると， r(1)が得られる。これが第 1

ろう。 hは Wa,Wt/rの平掏値を用いて計算するの 近似の循環分布密度である。 r(1),h(1), W*（1)を (4.

であるが，（4.3.1)の第 2式を用いてもよい。 6.4)に代入すると uc2)が得られる。 U(2)‘h(1)，W*（1)

第 j近似の ai,u, r, I', hなどを ai(j),U(j), rej入 を用いて再ぶ（4.6.6) を解くと， ai(2),h(2), W*(2) 

I'(i), hCJ)で表わすことにする。 が得られる。以下この計算を繰り返すと， rの正確な

aiCO) は 4.5節の方法によって計算し， それを用い 値を求めることができる。

て， W＊（O), h(O) を求める。 以上の計算の中で U の計算が最も工夫を要する所

まづ u(1)=0として，（4.6.6)の積分方程式を解く であろう。もしこれの計算が正確にできなければ，逐

と ai(1)，さらに hm,W*Cl)が求められる。 それを 次近似計算は発散して解が得られない結果に終わるこ

(251) 
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とがある。

(4.6.4)の U は

U=『゚dμ'『rJ(v, μ, μ')dて'
μb T1 

1 
― 2冗W*『-1~de ...・・・（4.6.8)

のように表わされる。したがって第 j+l近似の U は

μ。て2
u(j+1)＝＼叫 r(j)炉 (v,μ, μ')dて'

μb 勺

1 1 r(j) 
一年~[1f!f,de ・・・(4.6.9) 

である。これと同じ記法を (4.6.2) に用いると，

1 ag-ai(j)—四＝ ＼ 

1 r(j) 
d5' 

2冗W*（j) -1 5-5' 

...... (4.6.10) 

である。 (4.6.9) と (4.6.10) とを辺々加えると，

¢(j)=U(j+1)-u0)＋ag-ai(j) 

=『゚叫”r(j)炉 (v,μ, μ')dて'…(4.6.11) 
μb 刃

と書かれる。これはまた，

u(j+1)＝U(j)＋B(j)+ag)一面…(4.6.12)

と書かれるから， §ej)を計算すれば， uCJ+l)の値が求

められる。

元の積分方程式 (4.6.1) を参照すると，

四＋ai(j)

= W:（j)『゚dμ'『灼K(J)(v,μ, μ')dて'
μb 勺

=a/J) •·····(4.6.13) 

であるから，（4.6.12) と (4.6.13) とより，

Ju③ =u(j+1)-u(j)＝石g(j)ー西…(4.6.14)

の関係が得られる。これは重要な関係式である。すな

わち Juej) を計算すると， 吹き上げの誤差が確認で

きる。

P(5, μ)をどについて Taylor展開して，

/3(~. μ)= /3(0, μ)+ /3'(0, µ)~ 

1 
+--P'’(0, μ)さ＋・・・・・・ ・・・・・・(4.6.15)

2! 

と書き， B’,P”,…などを計算して (4.6.15) によっ

て ¢(5,μ)の値を求めるようにすると計算は容易で

あろう。

炉＝
卵一卵---＝ r-ae aて

・・・・・・(4.6.16)

であるから，（4.6.4)のμの中に含まれる tに関す

る積分は (4.6.15)の右辺第 2項以下の係数の計算に

は現われないので，数値計算には好都合である。

(252) 

5. 伴流プロペラの理論

船のプロペラは普通船体と舵の間で作動しているも

のであるから，プロペラの性能は最終的にはそれらの

ものとの相互作用を含めて考える必要がある。模型船

自航試験解析の目的も，一つにはそこにあるわけであ

る。

船体，プロペラおよび舵は作動状態と scaleが非常

に異なるものであるから，それを一体のものとして解

析することは，理論を繁雑にするばかりで，成果は少

ないであろう。そのため相互作用の理論解析は普通，

(1) プロペラが，船体に及ぼす影響，（2) プロペラが

舵に及ぼす影響，（3)船体および舵がプロペラに及ぼ

す影響の三つに分けて販り扱い，最終的にこの三つを

総合する。この他，船体と舵の相互作用を考える必要

があるが，これは主として舵の操縦性に閃連して研究

され，推進性能には関係の薄いものである。

(1) は Dickmann54)以来幾つかの研究が公表されて

いるが55,56), そのほとんどがプロペラを吸込分布で置

換える作動円盤の理論m,5)[IV, pp. 365]を応用した

ものである。（2) はプロペラは無限翼数と仮定し，舵

についてはねじれた流れの中にある直進翼の理論とし

て解析を行なうものである58)。（3) は相互作用の三つ

の間題の中で最も重要なもので，伴流プロペラの理論

といわれる。伴流フ゜ロベラ理論は，伴流をプロペラ軸

に関して対称なものと（これを定常伴流と呼ぶことに

する），そうでなく，フ゜ロペラの一回転で翼素への流入

角の変わる不均ーなものに分け（これを不均一伴流と

呼ぶことにする），前者については定常フ゜ロペラ理論，

後者については非定常フ゜ロペラ理論を適用するもので

ある。船体の推進性能に関係するのは主として定常伴

流である。以下では定常伴流のプロペラ理論について

述べる。

定常伴流フ゜ロペラ理論は Lerbsll)の研究が知られて

いるが，それ以後の進展はほとんど見られない。

5. 1. Freseniusの原理

Freseniusは船後プロペラの相互作用を巨視的に考

察して璽要な原理を導いた59)。この原理にはなかなか

味わい深い要素が含まれている。

まづ無限に広がる完全流体中を流線型物体がプロペ

ラによって一定速度 V で推進されている場合を仮想

する。完全流体中では物体には抵抗は働かないから，

外部から抵抗 Rを作用させる。 プロペラ回転面内の

平均流入速度を団，プロペラ推力を S とすると，工



ネルギ一定理により， VR=V1Sであるから， 推進係

数が＝ VR/(QQ) とプロペラ効率％＇＝½S/(QQ) の

間には，

刀'=%' ...・・・ (5.1. 1) 

の関係が成立つ。

次に無限に広がる粘性流体中を厚さのない平板で作

られた格子が，それより少し離れた後方に取り付けら

れたプロペラによって一定速度 V で推進されている

場合を仮想する。この格子には摩掠抵抗だけが働ら

き，推力減少を無視することができる。格子の摩擦抵

抗を Rfとすると， R1=Sであるから，

VRf vs vlS 1 砂
刀'=QQ ＝ 9Q = 9Q 1-Wf = 1-Wf 

・・・・・・ (5.1.2)

となる。ただし Wfは格子の摩擦伴流係数である。

l/(l-w1)>lであるから，推進係数かはプロペラ

効率％’より大きくなり，推進器は摩擦伴流からエネ

ルギーを吸収して，結果的には効率を高めていること

になる。これが Freseniusの原理である。これは一見

不息議に見えるが，風の中で車を引張るより押した方

が楽であるという事実に似たところがある。この原理

は Wfが大きい方がよいといっているのではなく，摩

擦伴流は利用すべきものであることを示唆しているの

である。

摩擦伴流だけでなく，波浪伴流，舵の誘導速度につ

いても，（5.1.2) と同じ関係が成立つ。船後プロペラ

ではその効率を多少犠牲にしても，このエネルギーを

利用することで良好な結果の得られる場合があるとい

われる。

もし最適の伴流フ゜ロペラが得られれば，さらに推進

性能の向上を計ることができるものと思われるが，現

在最適の伴流フ゜ロペラを求める的確な方法は見い出さ

れていない。このためか，伴流プロペラが普通型プロ

ペラより俊れているという実績は少ないようである。

伴流プロベラ理論の発展が望まれるゆえんである。

5.2. 境界条件

プロペラ回転面における軸方向および接線方向の流

入速度を V1,9lrで表わし，

Vi= V{l-w(r)}, il1r＝釘｛1ー (J)(r)}

・・・・・・ (5.2.1)

と書く。 ただし， w(r),(J)(r)は伴流係数である。

定常伴流プロペラ理論の束縛渦および自由渦の分布

する螺旋面のピッチは半径方向に一定ではなく，
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h(r). Vi十 Wa
=tanc1=~ •····· 

r 9lr+Wt 
(5.2.2) 

で定まるものと仮定する。

速度ボテンシャルは (4.1.4)の表示式を用い，

卵 n’'は近似的に螺旋および動径に対する法線微分で

表わされるものとして，

0 0.  0 

on" 
キーCOSel--—+sin cl 

ふが r'o0' 
(5.2.3) 

とする。

境界条件式は非線型理論の場合とほとんど同じ方法

でその表示式が導かれる。すなわち (4.2.1)の V,Q 

を V1,91で罹換えたもので表わされる。 (4.2.1) よ

り (4.2.5)までの運算と同じようにすれば，境界条

件式として，

1 ⑩ rr0のr
Co-e*＝―剛＊ ＋`玩） （5.2.4) 

が得られる。ただし，

tan c*= 
Vl 

f21r 

剛＊＝立v1+Wa)2+（卯＋ Wt)2

・・・・・・ (5.2.5)

0 0.  0 

゜
~= -cos e1----:::--+sm c1――-n1 ふl:,-----・rao (5.2.6) 

である。

5.3. 吹上げの表示式と揚力線の仮定

件流プロペラの速度ボテンシャルには (4.1.4)を用

いればよいことは前節に述べたが，それを変換してい

くと，（4.1.9), (4.1.10) とまったく同形の表示式が

得られる。ただし，その場合の hは (5.2.2)に定義

するものである。それに (5.2.6) の演算を行なって

吹き上げの表示式を求めると，

卿

玩＝応／］十μ2¥＼；,dS’k旦CX)

x §CX) 伍'i-lk/μ'）（μえ／h’-lk/r)
-CX) 入＋lk

1 
xsin-｛（え十lk)（て一て')-（i-lk)（a-a’)｝

2 

xl1k(I入Iμ<）邸(IJlμ>)dA …•・・（5.3.1)

⑩ rl3  

珈□2パ 1+μ2騎 s名内
X (μ'+;―)（μ十7)
XIlk(lkμ<)Klk(lkμ>）coslk(6ーが）

・・・・・・ (5.3.2)

ただし， μ=r/h,μ1=r/h', μ'=r'/h'であり，μ＞,

(253) 
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μ<はそれぞれ μ1,μ'の内大きい方および小さい方 線の積分方程式である。 Lerbsll)の伴流フ゜ロペラの理

を意味する。 論にこの積分方程式の計算法が述べられている。

lim 
a妬I a<P1 

←→;,;:, an1 an1 
・・・・・・ (5.3.3)

であるから，

. a</) 0</)I 
lim~=2~ 
r→OO On1 0m 

・・・・・・ (5.3.4)

となる。

(5.3.1)の変数て， 6,て’，びを (4.1.2), (4. 1. 7) 

によって，”， 0,ぷ， 0'にもどし，)./h'=2によって
～ 

積分変数 iを入に変えると，

剛
玩可がTi+μf~~h'rdS'k＝旦OO

x §OO (µ']-lk/r’) （直— lk/r)
-oo ~h'+lk 

xsin{]は一x')+ l k(0-0')} 

x li1c(I} Ir <)Ki1c(I 訂 r>)di..… •(5.3.5)

と書かれる。ただし r>,r<はそれぞれ r,r'の内大

なる方および小なる方を意味する。

揚力要素を螺旋に沿って前後に移動して，プロペラ

の前進方向と直交する一平面上に集めて揚力線を作っ

たとき，その揚力線が一つの動径と重なるとみなして

差し支えない場合が多い。このときは楊力線上で

a(/)II 五い，＝0
0=0' 

・・・・・・ (5.3.6)

となることは (5.3.5)より明らかである。また揚力線

上における (/)I による吹き上げは，（5.3.2) より，

-W1如＝竺I
an1 la=a' 

l3 r。r OO 

= 2冗 J1+μ2 ＼％戸dr’K苔1K2 

1 
x化'+面）（μ+h' r) 
X lik(lkμ<)Klk(/kμ>) 

となる。

・・・・・・ (5.3.7)

伴流プロペラの (1.1.1)に対応する式は非線型理論

の場合と同様にすれば導くことができる。それは (4.

6.6) と同形で

r 1 1 ---

2冗c＊剛＊ ＋幻＝叶＿1✓ 胃（西一u)d.;
・・・・・・ (5.3.8)

である。

(5.3.7)の ai, を (5.3.8) に代入すると rに関す

る積分方程式が得られる。これが伴流フ゜ロペラの揚力

(254) 

4.6節の方法を用いれば，（5.3.7), (5.3.8)の積分

方程式を正確に解くことができるが，その計算はかな

り手数のかかるものである。

5.4． エネルギー損失極小の条件

伴流プロペラ理論では Munkの定理が成り立たな

いため， 「粟理論の第二境界値間題」を解くのに，均

一流中のプロペラのような明快さは失なわれ，極わめ

て雑然としたものになる。最適伴流プロペラについて

は vanManen60)の研究があって， Lerbs もこれを利

用しているが，その論旨には説得力に乏しいところが

見受けられる。以下に述べるものは，この問題に対す

る一つの試みであって，その適否の検証は将来の課題

である。

Kutta-Joukowskiの定理を用いると，翼の揚力分布

密度は pW1*rであるから， プロペラが単位時間に流

体に対してなす仕事 Pは，

P=-lp~~~ 開＊rs'
an1 

=-lp¥＼□クVl+μ咽 1r+wt)rdS' 

•・・・・・ (5.4.1)

である。この式に (5.3.1), (5.3.2)の吹き上げを代

入したとき， a<JJ11/an1を合む項は積分順序を交換する

と，符号は逆になるが，形まで変わるので 0にならな

いし，また汎硫n1については賀面上で a-a'=l=-0の

ことが多いので， Munkの定理 Iおよびnは成り立た

ない。したがって損失エネルギーは循環分布密度の半

径方向ばかりでなく，翼弦方向の分布にも依存するこ

とになって， Prandtlの第一，第二の境界値問題を解

くことが非常にむつかしくなってくる。

実際問題では h(r)の変化は緩やかな場合が多いの

で， Pの中の砂u/an1を含む項は他の項に比べて小

さいと考えて省略し， また cos(aーが）=a=1 として，

Munkの定理 Iおよびnが成り立つとみなしても大過

ないであろう。

また (5.3.4), (5.3.6)に示すように Munk の定

理rnは近似的に成り立つが， </Jooは螺旋渦のビッチが

半径方向に異なるので，この流場は（3.10.5)の微分

方程式を満足しない。したがって Goldsteinのように

してエネルギー損失極小の循環分布を求めることがで

きないわけである。仇～が近似的に (3.10.5)を満足

するとしてしまったのでは，不均ービッチを採用した



意味が失なわれてしまう。結局， Munkの定理mは不

均ーピッチの螺旋渦を考える流場ではあまり役に立た

ない。

上述のように近似的に Munkの定理 I,IIが成り立

つものとすると，その仮定は，

〗。二；三W*rdS’} ……（5.4.2)
と同等で，かつ揚力面線で置換えても損失ニネルギー

に関しては解析結果に変わりはない。

W1* 
砂 I

an1 
=-（珈十 Wt)Wa+(Vi十Wa)Wt

=-9lr(V1十 Wa)+V紅 1r+Wt) 

であるから，
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a<P1 ―l =-w* 
(1-K)Vl 

cos e1=-
an1(1＝(1, K 

cos el 

・・・・・・ (5.4.7)

が得られる。

(5.4.7)の境界条件を (5.3.7)に適用すると，エネ

ルギー損失極小の循環分布 I'iに関する積分方程式が

得られる。これは非線型の積分方程式であるから，数

値計算にはかなりの手数を要することであろう。

結 言

P=lp『°珈(V1十 wa)I'dr
rb 

-lp『°v紅 1r+Wt)I'dr……(5.4.3) 
rb 

となる。

半径 rの位置の微小部分 drに作用するトルクお

よび推力の成分をそれぞれ dQ, dSで表わすと，

Ku tta-J oukowskiの定理により，

dQ=lpr(Vi十 Wa)I'dr

dS=lp（卯＋ Wt)I'dr } 
・・・・・・ (5.4.4)

である。したがって (5.4.3)の右辺第 1項は軸動力，

第 2項は推力動力を表わし， Pは伴流プロペラのエネ

ルギー損失を意味することになる。

叫r)は小さいことが多いので， 普通は省略してい

る。ここでは省略しないが，半径方向に一定と仮定す

る。そのときは (5.4.3)の右辺第 1項は伴流プロペラ

の軸馬力に対応するものである。

軸馬力を与えて P を極小にする条件は， 非線型理

論のところで述べたのと同様にすれば求められる。そ

の結果は Kを常数とすると，

k = -V紅 1r+wt) tans* 
-＝ 

Dir(Vi+ Wa) tan el 
・・・ (5.4.5)

である。よって，

Vl 
k= すなわち w*= 

(1-K)Vl 

v1+w* K 

・・・・・・ (5.4.6)

となる。 w*は V1に比例するので，半径方向に一定

とならない。

以上から，ニネルギー損失極小の条件として，

副題に示すように，プロペラ揚力線理論の有用さと，

Munkの定理の重要性を説こうとするのが，本文執筆

に当って，筆者が意図した課題の一つであったが，そ

の目的はほぼ達せられたように考えている。

Munkの定理の適用できない伴流フ゜ロペラの理論が

解析のなかなかむつかしいものであることが理解され

るであろう。しかしこの理論は実用上極わめて重要な

ものであるから，今後の発殷が切望されるところであ

る。

本文の理論には翼厚および cavityflow に関する事

項は一切含まれていない。それはこれらの影響が省略

しても差支えないものと考えているわけではない。こ

れらの問題に関しては稿を改めて執筆するつもりであ

る。

筆者は昭和42年 6月，造船協会主催の「舶用プロペ

ラに関するシンボジウム」に際し， 「プロペラ理論概

要」のテキストを執箪した。その後，このテキストが

難解であるとのご注意を直接または間接に数人の方々

からいただいたが，それは多分記載されている諸式導

出の途中が省略されているためと想像した。それで本

稿では運算の中間をなるべく省略しないようにし，そ

れに最近筆者の行なった研究を併わせて，全編を統一

した。その結果として， 1日稿の伴流プロペラの項に誤

りのあったことや，またプロペラ理論でこれまで見過

されてきた新しい事項を見い出すことができた。ここ

に旧稿を読まれた多くの方々にお詫びするとともに，

ご注意を下さった方々に感訓する次第である。
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