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In this paper a new method is given for calculating the hydrodynamic load distributions 

on wings of any plan-form in both steady and unsteady motion. 

The basis of the method is to convert the two-dimensional integral equation of a lifting-

surface into simultaneous one-dimensional integral equations, by expanding the two-variable 

integral equation in power series of one-variable by Taylor's theorem and equating to zero the 

coefficient functions of successive powers. 

The procedure may be similar to Flax's method2l4), but present method seems to be fairly 

simple and more economical for numerical calculations than Flax's. 

緒 戸

三次元の斑理論では翼を渦而で置換える。焚表而の

流速はその渦の循環分布密度を積分記号内に含む形の

表示式で与えられるものであるから，刃芯の形状，姿拷

及び運動状態を与えて，荒面上の循環分布密度を求め

たいときは，これは積分方程式を解く問題に帰行す

る。この積分方程式を揚力面の積分方程式という。

揚力而の私分方程式は一般に解祈的に解くことので

きないものであるから，それを多元連立 1次方程式に

書改めて，数値的に解くのが普通である。その際，連

立方程式の元数をできるだけ少くして，精度をよくす

る様に工夫するのが解法の要点となっている。

揚力面の数値解法として，最適標点法1>, Flaxの方

怯叫最小二乗法の方法見の三つのものが知られて

いるが4)，この中で最適椋点法は計卵が容易なため，

最も普及している。然しこの方法は閃面上の有限個の

椋点において境界条件を満足する循環分布密度を求め

るという，いわゆる局所適合法であるから，得られた

循環分布密度が適合椋点の拘束を受け過ぎて，波状の

誤差を生じる様な結果になることが艇々あるといわれ

る。この難点は試行錯誤的に標点数を選択することに

＊ 連勁性能部

よって回避されている 5)。 この様な数値註闊「 Lの罰鉄

は Flaxの力法及び最小二乗法の方法には視われない

と息われるが，それ等の方法では代数｝j｛呈式の係数の

叶節に手間取るため，利用されることが少い。

そこで，ここでは局所適合法ではなくて，しかも代

数方程式の係数の連符が容易である様な方法を考えて

みた。 Flaxの力法は利［分方程式の両辺を直交閲数系

で展閲したとき，その対応する係数「月数が等しくなる

としたものであるが4)， ここで述べる万法は柏分方程

式の両辺を幕級式に展聞したとき，その係数周数が寡

しくなると骰いたものである。この方法によると代数

方程式の係数関数は発散柏分の形で表わされ，その被

柏分閲数は高位の極をもつことになるが，それの行限

部分をとる。

本文には数伯註符例はないが，二次元閃について，

この方法で解いたものと，解析解が一致することがホ

されている。これは当然の結果であるが，その解析の

中に発散砧分の処理‘i夫に関して三次元焚の叶符に参考

となる下項が幾つか含まれている。又定常翼について

梢詳しい解析がなされているが，それ等の殆んどが非

定常閃の解析にそのまま役立つものである。

本文で取扱うのは非圧縮性，非枯性の無限流体中に

おける定常及び非定常の直進賀に閃する揚力面である

が，プロペラ等の場合に応用することもできる。
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Fig. 1 

記号

x, y, z 任意点の座標

x', y', z' 特異点の座椋

p 流体密度

” 揚力分布密度

r=Il !(p V)循環分布密度

w 焚面上の吹上げ速度

V 前進速度

b 炭幅

l1, l2 y位骰の前後縁の X座標

l'1, l2' y'位置の前後縁の X座標

c=(l2-l1)!2, x。=U1+l2)!2 
c'= (/2'-[1') /2, X。'=（li'+l2')!2 

~=(X-Xo)/c, e=(x'-Xo')/c' 

どm=(x。―X。'）／c' 

f3=c/ c' 

ぇ=b/c'

1J=Yfb' が＝y'Ib 

Y＝入 I刀ーが 1

(!) = 1.iC(1J) / V,).Iは振動率である。

1. 定常揚力面

1.1 揚力面の積分方程式

翼が一定速度 VでX軸の負の方向に進むときの揚

力面の積分方程式は，吹上げを W とすると

-w(x,y) =--i心怜(x',y') dx'dy' 

x JX竺 1
-oo oz2 ✓-ex---=-一汀＋てy二ぅ2＋（戸')2

dX 
I z=z 

(1. 1. 1) 

(2) 

である。但し rは循環分布密度で， これは揚分布密

度”と r=IIJ(pV)の関係にある。

翼の平均矢高面の Z座栖をえとすると，焚表面の境

界条件より

w(x,y)= V 泣':,_"'-.............................. (1.1. 2) 
ax 

である。

(1. 1. 1)のXの積分を行うと， 揚力面の積分方程

式は

-w(x, y)＝一土i:』：:Cy-ry'）2

｛ 
x-x 

x ~ -,~ + 1 ~ dx'd y'.. ・ ・ ・ ・ (1. 1. 3) 
{ (x-X'）2+（y-Y')2 } 

となる。これは発散積分で表わされているから，収敏

型に改めると

-W(x, y) ＝ -4しんf:J〗:y-ry'

x ｛メ（x-X；〗~+l}dx'dy'•… ••(1. 1. 4) 

とも書かれる。

e'=(x'-x。'）／c', e。'＝X。'/c', 

x'0= (lt'+lz')/2, c'=(l位ーlり）／2 

?=(X-Xo)fc, ?。=X。/c, ) ・・・・・・ （1. 1. 5) 

X。=（l1+!2)/2, c=(l2-l1)!2 

刀＝y/b, が＝y'Jb,E=(X-x。)／2

の無次元鼠を用いて（1.1. 1), (1. 1. 3), (1. 1. 4)を書

改めると

I 

-W(5，刀） ＝：—;『-j~1rc'd?,dが

XitdE  
-= [{c(E+名o)-c'(?＇＋ど。＇）ド＋が（刀ーが） 2]3/2

・・・・・・・・・・・・(1.1.6) 

-w（もか— -41』!：l b(刀[e;}＇）2

x{~＋どo） -C'（5' ＋:。／）
(｛c(g+e。)-C'（5'+:o'）}2十が（刀ーが）2

+1}心’dr;'..・ ・ ・ ・・ ・・ ・ ・ ・ ・ ・... ・・ ・ ・・ ・ ・ ・ ・・ ・ ・ ・ ・ ・ ・(1.1. 7) 

-w（ミ，刀）＝—L]『 fl rc’ 
47r勧ー1 -lb＠ーが）

x{メ囮＋賛o)王（翌士5。/）ド十が（戸')2-

c(~+ fo)-c'（ど＇＋ど o')

+1}企’dr;'・・・・ ・・・・・・ ・・・・・・................. (1.1. 8) 

である。

1.2 連立積分方程式

w（ど，刀）が一1<~<1 の区間で有界連続なものと

仮定すると，（1.1.6)又は (1.1.7)の左右両辺をそれ



ぞれ:について Taylor展開したもののどの同次の

項の係数関数は等しくなければならない。よって

-w(O,刀)＝-1-J1『泣
4rr J-1J-1炉（刀ーが）2

｛ ー (-5'ーむ）— ＋1 }de dr;' 齋—5m)2＋が（刀ーが）2 } 刀

-W(1)(0，砂＝ 1 
4T 

x『『 r砂
-1J-1 { (¢'-¢m)吐が（刀ーが）2}3/2

d¢'dが

-W(2)（0，刀）＝ 3 
4冗

x『『｛成（ど'-5m)
-1J-1{（ミ'-む）叶炉（刀ーが）2｝5/2

d¢'dが

-W(3)(0,刀)＝----3 
4rr 

x ¥1『 r租
ー1J-1{(e-~m)吐炉＠ーが）2 ｝ 5/2

dedが

＋J臣『『 清（ざー5m)2
4rr J-,J-1 {(e-~m)2 十炉（刀ーが）2 ｝ 7/2

dedが

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.2. 1) 

である。但し

え＝b/c',f3=c/c',む＝（Xo-X。'）／c'

w(K)（5，刀）＝に）kw(f,心
旋

とする。

) •・・ (1. 2. 2) 

(1.2.1)のn帯目の方程式迄とって以下を省略し，

n-1 r- ＝ ~1Ar（珈r(ど）《1- ど
V r=o1+5  

-- -．．..．．.．．．....．．・ • (1. 2. 3) 

と置いて，これを (1.2.1)に代入してど＇について積

分を行うと，（1.2.1)は Ar（かについての n元の連立

積分方程式となる。但しか（ど）はどについて r次の多

項式とする。

(1. 2.1)で tv(n-1）の式迄とったとき， （1. 2. 3)が

それに対応する揚力分布として適当か否かは容易に確

かめられないが， 二次元定常流では W(n-1) 迄とった

とぎの揚力分布は (1.2. 3)に対応するので，縦横比が

大きいときは誤差は少いであろう。閃が平板に近い様

な簡単なもので，連立方程式 (1.2.1)の 1~2番目の

式以下で左辺が 0になる場合でも，それに関係なく

(1. 2. 3)の項数は多くとり，連立方程式の元数は減ら

さない方が精度がよくなる。

Vr(<;)の形は場合に応じて計符しやすい形のものを

選ぶとよい。たとえば

3 

Vo(O=l, Vr(O=~r-1(1+~) ・・・・・・・・・・・・・・ •(1.2.4)

とすると，（1.2. 3)は

i=Aん）叶~+Aし）《 1-ぞ

+A2⑰) {1一ぞ ＋・・・・・・・・・

+An-1(r;)~n-2 J~ ・・・・・・・・・・・・・・・(1. 2. 5) 

の様に Birnbaum級数となる。

前後対称の閃では，連立方程式（1.2.1)の核関数は

5＇について交互に奇閲数，偶関数となるので (1.2. 5) 

を用いると，（1.2.1)の各式では Arの奇数項，偶数

項を合むものが交互に 0になって，演符子の数が少な

くてすむという利点がある。

1. 3 二次元定常翼

二次元定常靱では解析解が知られているので，上述

の方法で求めたものを，それと比較することができ

る。

二次元定常翼の積分方程式は

-w（ど） ＝一守 ー三dぞ・・・・・・・・・・・・・・・・・・（1.3. 1) 
2n J-1.;-~ 

である。 Kuttaの流出条件を満するこの方程式の解折

解は

r=-2喜--=-;『 ✓ 1+51 -W（さ＇）辱
7r y 1 +fJ -l y ~.;-.;' 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.3. 2) 

である叫

計算を簡単にするため， W（ミ）を Taylor辰開し，

3項迄とって，以下を省略し

-w（0JV=a0+a1ミ十a2ざ十a3竺 ・・・・・・・・・(1.3. 3) 

とおく。

(1. 3. 3)を (1.3. 2)に代入し

bn=]1 舒—d~
冗ー1 ✓ 1-ぞ

1 • 3 • 5 •・・・· • ・ • (n -1) ( 。2• 4 • 6 •・・・・・· • n : 

1 

n:偶数

n:奇数

n=0l 

1J！朽
冗ー1 ✓ 1一戸ぼ―:)

dざ

= br-1 + br-zt + ・..... +b1~r-2+b。ミ← 1

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.3.4)

の公式6)を用いて 5'に閾する積分を行うと

f=(2a。国） ✓冒＋（2aけa3) ｛ 1-巴

+ 2a25 (1 -ミ2+ 2a3~2 ~ ・ ・ ・.. ・ ・ ・ ・ (1. 3. 5) 

(3) 
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となる。

一方 (1.3.1)の両辺を Taylor展聞して， eの同

次の項の係数を等値すると

-W(O) ＝ Va。=—土 J〗区'l
-W(1)（O)＝Val=--21r i` 心＇

-W(2)（O)＝2Va2= -］|`企＇ ［ ・・・（1.3. 6) 

-W(3)（O)＝6Vが＝一ー：J□□＇

である。

}=  AO✓ビ＋ A1 ✓ 1一守＋A点 ✓ 1-:2 
1+~ 

+A3~2 ✓ 1一~ ........................・・・（1.3. 7) 

と置き，これを (1.3. 6)に代入すると

ao＝喜i〗 ✓ :〗2 -喜し1-52d5 

21rrJ〗 J15：茫企＝―2し[- V ド］〗
1 fl df; 1 

＿屈J_1V1-52=--2 

1 Jld5 
-2nJ-1~ 

＝—-土[{V15:52十 v1 -52 }企
1 I 1 

＝一— +--=02 2 

-1~J1 V1-52d5 
2冗ー1 が

=-1-[-1J1-gl 
2T -353  -l-1 

al= --AりJl d5 _-A1-『汀手心
2rr J-1ぞ{1-522r -152 

--A3 i1《1予 2dさ
2冗ー1

a2= -~。 il dど --Aと『 {1一ど2d; 
2rr J-1守{1ーミ2 2-:r J-1 ぎ

a正 — 一生Jl l d; 
2rr J-1ざ{1一ぎ

--Alil 《1-52d5 A2 l {1-E2 d5 
2T -154 -2元i-152

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.3. 8) 

となる。

これ等の積分の中で有限値をとるものは

I d~ 
― 2冗 J-1 守~=0
1 Jidミ

-2T -154 V1ーが

＝ぷ i:』｛J15:十{1 -52 }企＝0

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.3.10) 

である。これらを (1.3. 8)に適用すると

A。ふ A2a。=-------- a2 =-----

al = ：l -］3 : 化=~: } ・・・・・・・・・（1.3.11) 

が得られる。これを Anについて解くと

1

2

1
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・・・・・・・・・(1.3. 9) 

である。 l/~2n (n:正整数）を被積分渕数に含むもの

は発散積分であるが，その有限部分をとる。この操作

の妥当であることは，閃近傍の吹上げの表示式から，

その極限値として閃而上の吹上げを求めることで検証

することができる。発散積分の有限部分を意味する為

に特別の積分記号が用いられることがあるが，ここで

は普通の積分記号のままで，発散積分は常にその有限

部分を意味するものとする。以下の積分は発散積分で

あるが，その有限部分を計算すると

(4) 

A。=2a。+a2 , A1=2佑十a3
・・・・・・・・・(1.3. 12) 

ふ＝2a2, Aa=2aa 

となって解析解の (1.3. 5)に一致する。

1.4 三次元翼の連立方程式の核関数

三次元翼の循環分布密度 rが仮に Birnbaum級数

(1. 2. 5)の4項迄で近似的に表わされるものとして，

連立積分方程式の核関数を整理してみる。

Y=llTJーがI, ど＝ミ'-~m ・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.4.1) 

と書くことにする。

(1. 2.1)の第 3式第4式は又

-W(2)（0, 0 

--4し・日1-1r虚贔， （否＋ly2)3/2d5'd1JIl 
-W(3)（O, 1J） 

=-41T !:li□”‘2ぼ＋1Y2)3/2必'd刀'[
．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．・・・(1.4. 2) 
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とも書かれる。

(1. 2. 5)を (1.2. 1)に代入し，柏分変数:'をどと

書くことにすると

-W(0，刀）＝一］V冗日」A。;[〗

+Aパ 1-52+A2むり了亨＋A出汀手｝

+-4［日〗籾{-A2 パ『□巨

x-)2{；三＋1}心dが
ざ十 y2

-W(1)（0，刀）＝［日[』A。古―ー：ぞ

+Al {1-52 +A25{1-s2 +A3四 1-:2}

X 祁
ぼ＋ y2)a12

df;dが

-w(21(0, 刀）＝一 r-fj~l{A。V1-: ぞ

+A1./~+A心1ー召＋A3古1予｝

X 
0 籾 df;dが
涙（さ＋ y2)a/2

-w(3l(O, 刀）＝［冗 fj~l{A。]二：2

+A1 ~ +A2f; ~ +Aa叫 1予｝

X 
0 砂3

年（否＋ Y2)3/2
df;dが

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.4. 3) 

である。

(1. 4. 3)の第 3式，第 4式の A1以下の項で部分柏

分を行うと

-W(2)（O， 刀）＝：T-日〗入叶A。 i[5ぞ

`2+3:が/2+{-À 5_:_:；-＋ん (V1-否

-V1:52) ＋ふ (2ミ V1一ぎー~)}

X 
1 咋dりI.....................

ぼ＋ Yり3/2
(1. 4. 4) 

-W(3)（0,刀)＝―-4V冗rl『1亨 A。V1疇一ぞ

x { -3_  _-15さ
（さ＋ T）5/2 ぼ＋ Y2)7/2-｝ d包dが

-［日~l籾{-A1]字― A2バ了

--A3 
v §ー·—}―二二．3: 心dが

1一ぎ （ぞ＋ y2)512

+3A小 1ー巨一ー✓1:/』}

X 1 

一（ざ十 y2)a12
-df;dが ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.4. 5) 

である。

計尊の使宜上

K;j) ＝il (い-a)]
-1 ✓ 1二戸{(←-a)叶 y2}S

df; ・・・（1.4.6)

で定義される閃数を用いる。

il m-a)］ 

-1 ✓ 1::::.52 {（5-a)2＋い｝ S

dミ

=Ks(J+1) +aks(J) 

j1 ぎ(:-a)］

-1 { 1-52 {（5-a)叶い｝ S

d~ 

=Ks(j+2) +2aks(J+1) ＋がks(i)

ilーぎ(:□a)] -—­
-1 V 1 一 ~{Cf-a)叶い｝ S

df 

=ks (J+a) + 3aksり＋2)+3がKs(J+1)＋がks(]）

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.4. 7) 

の様に表わされるから，これ等を（1.4. 3), (1. 4. 4), 

(1.4.5)に適用すると，連立積分方程式の核渕数は

ksいの和で表わすことができる。

連立方程式 (1.4. 3)を

_ w (O，刀〗 1-l13
V 

I:Aぶ。rdが
2r -l r=o 

_W(1) (O>)= 1『 3

V 
I;Aふ rdが

2T -l r=0 

ー四2) げ’刀―)~= 1 冗 L1toArK2rdが

_ W(3)冒し trrr 1 t0ArK3rdり'
2冗―lr=0 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(l. 4. 8) 

の様に書くと，核関数は

(5) 
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K。o＝充｛(1-~m) k『)2-K畠ー冗｝

K。正ふ{C1一ぎm)kiカーk昌ー2む饂ー日

K。2= ふ｛ミm(l-~記） K畠＋（1-3~記）K昌

-3らnk昌ーk仇｝

K。3=-i-｛的(1ーミ記）kt乳＋2む(1-25記）K昌
2Y2 

+ （1-6恥）饂ー4~m 凰ーK昌—i}

Kio＝予｛(1-fm)kJ%-k此｝

kn=?{C1二fm)2k昆ー2む k此ー饂｝

K12=?｛む(1-5記） K訊＋（1-3e記）K晶

-3em k昆ーK昆｝

K13=予｛e記（1-的）K訊2む(1-2e記）K晶

+(1-6f記）k畠ー4fm饂ーK品｝

K20=~誓{Cl-em) k~カー饂｝

K21=—亨{t;m k⑫>2-k晶｝

麟 亨{C1-2的）K訊ー応k晶ー2k昆｝

K23=3誓{am(2-f;記）K昆＋（2-9恥）K晶

-9むk畠ー3饂｝

K3o= —亨{(1-f;m)k訊―k凱

立方程式 (1.4. 8)の核関数の数値は容易に計算するこ

とができる。この核関数は Y について 2位の極と対

数特異点をもつから (1.7節参照） Mangler & 

Spencer7>の方法によって (1.4. 8)のがの積分を数

値的に行うと，それを近似度の高い代数方程式の形に

表わすことができる。その連立代数方程式を作り，又

それを解く方法は従来行われているものを踏襲すれば

よいので，その計算は省略する。

1. 5 ksいの循環式

(1. 4. 6)に示す関数 ksいは定常翼．ばかりでなく非

定常翼の連立積分方程式にも現われる関数で，これの

数値表を作っておくと積分方程式の計罪に便利であ

る。 Ks(J)の表示式の中で Yは他の項に比べて大きい

値をとることが多いので， S が大きくなるに従って

ks(]）は急に小さくなる。 従って ks(］)の関数表を作

るよりも，これと

ks(J) ＝ Y2sks(j) 

= Y2sJl (い-a)]---
-1 J1-52 {5-a)叶 Y干

d~ 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.5.1) 

の関係にある関数 Ksいの関数表を作っておく方が作

表上好都合である。

(1. 5.1)より Ksいには

ks (J) = Y2(Ks-1(j-2) -Ks (J-2)） • •・・・・・・・・・・ (1. 5. 2) 

-55＂し2(1- ミm)k?沢ー 5与m(2-3fm)k~リ2

-5(1-3;m)k昌＋5凰｝

K31= —亨｛旱＋叫）2}

K32= —亨｛饂＋t饂＋］に見｝
K33=3誓{C1-2胴）K訊ー4~ぶ応2k昆

ーむkil/i-K昆｝

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.4. 9) 

の循牒式のあることがわかる。従って， j>lに対す

る Ksい は Ks(O),Ks(l)の値から， 容易にその値が

計算できるので，数値表としては Ks(O), Ks(1)のも

のだけで充分である。

(1. 5.1)の積分変数を←cos0と謹いて 0の柏分

に占改めると

k凸＝ Y2sJr(cos 0-a)J 
o { (cos 0-a)2 + Y干

d0...... (1.5.3) 

となる。 Ks<0l,Ks(!)の値はこの式を数値柏分して求

めるとよい。

ksいの循環式を求めてみる。

先づ (1.5. 2)を ksいの1盾環式に甚改めると

ks<i> =ks-1 <i-2> -Y2ks<1-2> ・・・・・・・・・・・・・・・・・・Cl. 5. 4) 

の様に表わされる。但し (1.4.6)で定義した ksいの である。

一つの変数 aはここでは fmである。 更に

ks（かの数値表を作っておくと，（1.4. 9)によって連

(6) 
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d (cos 0-a)isin() 
両 {cos()-a)吐 Y2}

=[(cos()-a)i(cos()-a+a)-j(cos O-a)J-1 

{1-a2-2a(cos 0-a)-(cos 0-a)2}] / 

{(cos()-a)叶 Y干

+2s(cos()―a)J+1 {1-a2-2a(cos 0-a) 

-(cos O -a) 2} / { (cos () -a)2 + Y 2} s + 1 

であるから，これの両辺を 0で〇より r 迄砧分する

と，左辺は 0となり

ky+1) ＋ak? ＋ （1 -a2) ｛ 2sk；炉ーjk~J-1)}

-2a{2sk;[;2) -jk;i) ｝ -{2sk}｛i3) -jk;i+1) } =0 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.5. 5) 

の循環式が得られる。この式はあまり簡単ではない

が，（1.5. 4)と(1.5. 5)によって， K匹， Kいの Sの数

個の値に対応する Kij)の値から jの任忍の正整数値，

S の半奇数値に対応する K;]）の値を求めることができ

る。

(1. 5. 4)を用いて (1.5. 5)の Kド{i2), K；州を K凡

k]＋"等で表わすと

ky+1) +ak;］) + （1-a2) ｛2sk}ii° -jk;*1-1) ｝ 

-2a{2skりー2sY2k兄―.ikり｝

-{2sk!i+1> --2sY2k且炉―jkii+l) Jゴ-0

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.5. 6) 

と書かれる。ここで j=Oと置くと

(2s-1)k?l -2s(Y2-+-1-a2)k1リ1+a(4s-1)kl0l 

--4saY2kl~\ =00 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ •(1. 5. 7) 

が得られる。

再び (1.5. 4)を用いて（1.5.6)の K;j+1)をklた1)

等で表わすと

(2s-1-j){k且lo-y2k；た1>}-2s(Y門 1-aり

X {kij-1) -Y2k佐i1)}＋a(4S-1-2j)Kげ

4saY2k佑＋j(l-a2)k!j-1) = 0 ・ ・ ・ ・ ・ ・・・・（1.5. 8) 

となる。この式で j=lと饂くと

(0) 

a(4s-3)k1'> -4saY2k!!占＋2（s-1)Ks-1

-(2s-1)(2Y2+ 1-aりk~O)

+ 2sY2(Y2+ 1-a2)k閏＝0 .・・・・・・・・・・・（1.5. 9) 

が得られる。

(1. 5. 7), (1. 5. 9)を

(2s-1)砂ー2s(Y叶l-aりki~1 二 Us

a(4s-3)k?> -4saY2k閏＝Vs 

、

A

9

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.5. 10) 

但し

Us= -a(4s-l)k?> +4saY2k閏

Vs= -2(s-1)糾叫＋（2S-1)（2Y2+1-a2)K;0) 

-2sY2(Y2+ 1-a2)k閏

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.5. 11) 

の様に表わすと， Us, Vsの中には Kりのみが合ま

れ， k11)の系列の関数は仔在しない。

(1. 5.10) を k~l)'k!店について解くと

k(l) ＿． 2aY2Us-(Y叶 l-a2)Vs 
S ― -2aい(2S-1)--（Y叶 1--a囁―(4←3)―

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.5. 12) 

砂戸
a(4s--3)Us-(2s-l) Vs 

4saY2(2S-1)二2s(Y五1ーが）a（4S--3)
・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.5. 13) 

である。

(1. 5.12)の Sの代りに s+lとおくと (1.5.12)と

(1. 5.13)は等しくなる筈であるから

2aY2Us+t -(Y2+ 1-a2) Vs+1 
2Y叱2ふ五）二(Y叶 1二E2)（4s+1)

a(4S-3)Us-（2S-1)Vs 
ニ 4ふ (2S-1f-2§(Y2+iニー砂(4S-3)

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.5. 14) 

が得られる。これが k1o)の漸化式である。

(1. 5.14)において S=1/2とすると

2aY2U312-(Y叶 1-aりV3/2-＿_ aul/2 
4Y2-3(Y叶 1-aり Y叶 1-a2

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.5. 15) 

となる。この式を用いると K閏， K訊の値から k昌の

(7) 



8 

値を計罫することができる。更に (1.5. 14)において

S=3/2とおくと， K昌， K昌， K集の値から K集の値を

求めることができる。この様にして kりの値が求めら

れれば，（1.5.12) によって k~l) の値を計算することが

できる。積分力程式の計窟には Sの負の値に対するK四
等の数値も必要であるが，それ等に対しても以上の循

環式が適用される。

1.6 前後対称な翼の K;j) と核関数

前後非対称な党の連立方程式は複雑なものである

が，前後対称な斑の場合は Kりが完全楕円柏分で表わ

され， K；））の循環式は非常に簡単になるので，それに

伴って連立積分方程式の核関数は整った形に書表わさ

れる。これは核閲数の一典型として一般の場合の参考

になる。

前後対称の炭では ~m=O であるから， k!2n+l) = 0 

(n:整数）である。従って (1.4. 9)の核関数は

K。゜＝いい—k昌ー冗）

Ko1=-
冗え

4 y2 

ぇ
Y, (k畠ーk｛う位）1

2

 

=-2
 。

k
 

K。3= 冗え
--

16 Y2 

K10＝入をK(O)

2 
3/2 

K11＝えt(k昌―k畠）

K12=0 

砂K13= _!--f-(k畠ーK品）
2 ・・・・・・・・・(1.6. 1) 

(1. 5. 9)において籾， K畠が共に 0であるから

2(s-l)k~~1 —(2s-1)(2Y2 + l)k!0) 

+2sY2(Y巳 l)k閏＝0,

となる。これが a=Oのときの k!O)

る。

いま新たに

gs(Y)=~呪jl dミ＿
2 J-1 ✓ 1__::_ミ□（ぞ＋い）S

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.6. 3) 

で定義される関数を導入すると，

の Kりと

gs(Y) =~k.t0> 2 s,  

の関係にある。

(1. 6. 2), (1. 6. 4)より gsの漸化式を求めると

2(s-1)(1 + Yりgs-1-2(s-1)(1+2Yりgs

+ 2sY2gs+1 =O 

である。

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.6. 5) 

k2=l/(l + Yり， k'2=l-kこ Y町(l+Yり

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.6. 6) 

で定義される K'を用いて (1.6. 5)を杏改めると

2(s-l)gs-1 -(2s-l)k冦s

= (2s-l)gs-2sk'2gs+1 

a=O........,(1. 6. 2) 

の漸化式であ

これは a=Oのとき

a=O ・・・・・・(1.6. 4) 

・・・・・・・・・・・・・・・(1.6. 7) 

となる。この式の両辺を (l+Yり，,で割ると

1 { 2(s-1)gs-1 _ （2S-1)mgs 
1+ Y2 (1+Y2)s-1 (1+ Y2)s } 

K20=-3ゆ2

2 
k畠 = （2S-1)gs _ 2sTgS+1 

(l+Yが (1+ y2)s+1 
・・・・・・・・・・・・(1.6. 8) 

K21=0 

祁2
K22=--（K訊ー2k畠）

2 

K23=0 

K30= 3えか＿＿ ＿ 

2 
(k昌ー5k昌）

K31= 
3砂3

2 
k昌

K32=0 

3え炉K33=---（K蒻)2-k訊＋2k品）
2 

である。

(8) 

が得られる。これは重変な関係式である。 gsはSが大

きくなるに従って，被柏分l斐l数の特覧点の位数が高く

なるが，（1.6. 8)によって，その位数を低くすること

ができる。

(1. 6. 8)で S=5/2及び S=3/2と趾くと

1 { 3g3/2 - 4Y2g5/2 } 
1十い (1+ y2)312 (1＋い）5/2

=~ 傾5/2 _5Y2g7/2 
(1-i-y2)5/2 (1+ Yり芦 ・・・・・・・・・・・・(1.6. 9) 



，
 

1 {-gl/2 - 2Y2g3/2 } 
1 + y2 { 1+ Y2 (1+ Yり`

=-
2g3/2 _ 3Y2£5/2 

（1+い）3／2 (1＋い）5／2

である。この二つの式から

12g5;2 _ l5Y2g112 a丁Yう5五 (1+Y2)7厄

= _ 1 --f g3/2—+ -4_＿ 1 + Y2L(l＋い）3/2.1 + y2 

X {--;rf-f五(1竺喜闘j …•…•・・・・ (1. 6.11) 

が得られる。これは (1.6.1)を整理するとき利用され

る。

(1. 6. 3)において←cos0 と磁くと

gs-=Jr/2- d{) --
o (1-k2sin2(}）S 

の様に表わされる。従って， K(k), E(k)を Kを母

数とする Legendre-Jacobiの第 1種及び第 2種の完

全桁円禎分とすると

g112=K(k), g-112=E(k) 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.6. 12) 

・・・・・・・・・・・・・・・(1.6. 13) 

である。この K(k),E(k)と共に

・・・・・・・・・・・・(1.6. 10) 

D(k) = J:1~~dO ・・・・・・・・・・・・・・・(l. 6.14) 
o 《1-K2sin初

で定義される積分は屎々利用されるが，

と

これは K, E 

K(k)-E(k)二 k2D(k)~~D(k)J(l + Yり

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.6. 15) 

の園係にある。

(1.6. 7)で s=l/2及び S=-1/2と置くと

g-112=k'2g3/2, 3g_3;2=2(1 +k'2)g-1;2-k'2g1;2 

であるから

E(k) 
g3,2= 

k'2' 

1 g_3,2= ! {2(1 +k'2)E(k)-k'2K(k)} 
3 

、

.

＇

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.6.16) 

が得られる。

以上に遁いた関係式を (1.6.1)に適用して，整理す

ると

K。o=-?2いい{-E(k)

+]員（K）}―;]
K。1= r えヽ

＿ ＿ 

4 Y2 

K。2 ― `~J2{E(k) -~D(k)} 

K。3=-
冗え

16 Y2 

klo —— 
砂 E(k)

- - -

y2 ✓1 +Y-2 

K11=-．ば {E(K)？ (k) ✓1 -!-y2 い 1+Y2} 

K13= —-~{-E(k)+~ り＋Y21+Y2
D(k)} 

K20 ぇp2 {E(k) + D(K) 
=-diY叩ー一戸 1+Y2}

K22= 
え炉 E(k) _ 2D(k) 

り ＋Y2{ y2 -1ーバ
籾 {4D(K)+1-3Y2K30-a工炉 ~+~E(k)}

km=§K20 

籾 f2+3Y2 
K33=（戸い）3q-y2 E(K) 

7+6Y2 --------1+ yz D(k)} 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.6. 17) 

が得られる。従って核関数の数値は完全桁円積分の数

値表を用いれば，容易に求められる。

1.7 核関数の特異性

連立砧分方程式を代数方程式に書表わすには，核関

数の特異性を予じめ晶べておく必要がある。

完全楕円積分の k'=Oの近傍における展開式は，

A=ln4/k'と苫くと

K(k)=A+~k屈＋贔(A-~)k叫……

E(k)= 1十 1(A-1)k'2+ 贔(A- ］璽+·…••

D(k)=A-1+ ! (A-t)k'2＋翡（A-闊）k'4+… 

である註）。このK'とYの関係は (1.6. 6)に示すもので

あるから， Yについての展開式に書改めると

註）この展開式は Jahnkeu. Emde, Funktionen-
tafelnに記載されている。 そこでは D(k)の展開

式に誤植があるが，ここではそれを訂正してある。

(9) 
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K(k)=-ln Y+ln(4 ✓f+Yz)+ …… 

y2 
E(k)=l-~lnY+…… 

2(l+Yり

D(k) = -lnY +ln(4り＋い）ー1+……

ヽ
~ー

．
 

7
 

• 

'

ヽ

I

,

1（
 

．
 

．
 

．
 

．
 

．
 

• 
．
 

．
 

．
 

• • 
．
 

．
 

．
 

．
 

．
 

．
 

• • 
．
 

．
 

• • 
．
 

．
 

．
 となる。

a=Oのときの糾゜）の Y=Oの近傍における展開式

を (1.6. 4), (1. 6.13), (1. 6.16)と (1.7.1)を参照

して求めると

k閏＝ 2 
J1 +Y2 

K(k) 

1 
V1+Y2 

= ｛-lnY叫 (4./f+Vz)+……}

である。

次に前後非対称な腿の場合について考える。

Y及び aが小さいとき

k:0/12=2 vf+Y2 E(k) 

=2 V1 ＋叫1-2(1：らは＋……｝

k畠＝ 2 1 
灯〗]b y2 E(k) 

2 { 1 1  
= V1+Y2 -Y2--2(1+YりlnY + ・・・・・・} 

k,(O) 冗/2

1/2=J。{VGin(j［a)吐 y2

＋ 
V(sin (J＋a)叶 Y2

1 }do 

寸{-- 1 ol,J~(J十が十 Y2

＋ 1 
年＋2a(j＋が十 y2} 

de 

+「｛ l , V(sin o -a)叶 Y2-

＋ 
V(sin o +a)吐 Y2

1 }do 

と書くと，右辺第2項は Y=a=Oのとき有限値をと

る。但し eは正小数とする。

従って Y=Oの近傍では

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.7.2)

となる。

(1. 7.1)を (1.6.17)に適用すると，前後対称な翼

の核関数は Y=Oに次の様な特異性をもつことがわか

る。即ち

K。o~4-}（1+；)-；げ｝

K 
冗 i

01= ---:-
4 Y2 

K。2~；信＋仇Y)

K。3=-
冗 i
16 Y2 

klo～砂信—仇 Y)

Ku～祁（｝2— +;ln Y) 

k"～一祁lnY 

K2o~-A叶2位—聾 Y)

知～徊(--h+½ln Y) 

K3゜～籾(}—聾 Y)

k“~ —ぇ郎(}-—聾 Y)

K33～籾（責＋6lnY) 

k年 [zn( ✓伊ー2a(j＋が十 Y2 +(j —a) 

e 

x（ふ＋2a(j＋a叶 Y2+(j＋a)] 

゜
即ち

k昌：：：：：ー2lnY 

である。

同様にして，

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.7. 4) 

Y=Oの近傍では

k~Oi/2 寸{,;伊一2a0+a吐 y2
゜

+./伊＋2a(j＋a叶 Y2}d0+2j:/2sin o d(j 

(1. 7. 3) 

'.:::'.［← 
2 

是ー2ao+a吐 Y2

0+a 
2 

+ ---V伊十2a0+a吐 y2

y2 
+~ln(v伊ー2a0+a叶 Y2 十 0-a)

2 

E 

x(,/伊＋2a(j十が十Y2+o+a)] 

゜
+2[ -cos O] 

冗／2

e 

であるから

k岬/2:::::'.2-Y2lnY ．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．．・・・(1.7. 5) 

となる。

(10) 



次に k?) の Y=Oの近傍の様子を調べてみる

k仇＝「｛ sino-a 
o V (sin o二-め豆 y2

sin O+a 
―心n0+a)2 +Y2 } 

d(} 

寸｛ー］仁色＝＝＝
o l ✓()2- 2a{j十a2+Y2 

o+a 
-:-2a(}＋,a-2+F} df}十R

=| （戸二2a{j---t丁炉十 Y2

ー《炉＋2af}十a2万 t「+R
-0 

である。 R は Y~-0 で打界であるから， k;乳は Y-＝ 0

に特尻性はない。同様にして

凰：：：J；{(ii2-2a()。+-a:＋巧5/2

o+a 
―(()2+2a0+a叶 Yテ乃}do+R 

:::—[~—-----
✓()2-2a() ＋ a門 Y2

e 

― り2―+2；；}国＋Y2J。+R

であるから， k~力にも Y-0 に特異性はない。

従って（1.5.9)で Y→0とし， s=l/2と趾くと

k乳o{/2::::y2 kJ閃 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.7. 6) 

となる。これと (1.7.5)とより， Y=Oの近傍で

k昆は

-c~CC" -lnY k(O) ＝ 2 
3位 y2 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.7. 7) 

11 

1.8 揚力線理論

Prandtl の揚力線の砧分ガ程式を連立禎分方程式

から導いてみる。揚力面は揚力線理論の逐次近似によ

って解くことが可能なものである8)。 その方法と本文

の方法とはかなり密接な関係があるので，本文の方法

から揚力線理論を導くことは，逐次近似法に参考とな

る所が少くないものと考える。

揚力線を祁くには（1.1.8)の禎分方程式を利用す

る。（1.1.8)の両辺をどについて Taylor展開し，:

の同次の項の係数関数を等値して（1.2.1)に相当する

連立積分方程式を導く。その式で

✓ぼーむ）2＋炉（1Jーが）2与え ITJーが 1 ・・・・・・(1.8.1)

の近似式を採用し，更に 1／えの 2次以上の項を徽小と

して省略すると，連立積分方程式は

-W(0, 1J)＝ _1-J1 -［ 
2冗ー1I; 

＋ 
1 r1 d[r]!dが4元L-7~_t_!/_dが

-w<l) (0, TJ) =―土i〗 ;2dミ

-W(2)（O, 1J)-=-］ J〗；困

-W(3)（O, 1J)＝ - ： J〗訪

と占かれる。但し

[,]= }(Jdf 

である。

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.8. 2) 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・....,(1,8. 3) 

(1. 8. 2)を (1.3.6)と比餃すると， 第2式以下は

全く同形である。 しかも (1.3.7)の第 2項以下の係

となる。 数 Anは第 2式以下だけで独立に定まり， A。だけが

(1. 7. 4), (1. 7. 5), (1. 7. 7)を (1.7.2)と比較す 第 1式から求められる。

ると， K乳oi/2,k閏， K昆の Y=Oにおける特異性は いま

a=  0の場合のそれと一蚊することがわかる。又 kい

はY=0のとき 0となるので， klO)の循環式(1.5. 9) 

を用いることによって，次のことが明らかになる。

定常翼の連立柏分方程式の核関数の特異性は，弧が

前後非対称であっても，対称な糞のものと全く同形で

ある。

このために (1.7.3) は一般の〗記の場合の参考として

極めて直要な式である。

m = -1 J l d[ r] ／蚊d刀＇ ・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.8. 4) 
4rrV J-1 刀＿r1

と書き，ーw（も r;)IV及び r!Vがそれぞれ (1.3. 3), 

(1. 3. 7)の右辺で与えられるものとすると，（1.8. 2) 

は

a。=A。/2-Az/4+ai
a1=A1/2-Aa/4 

a2~0A2!2 

a3=A3/2 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.8. 5) 

(11) 
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となる。この式を Anについて解くと

A。 =2a。叫—2m, Al =2a1 +a3}……（1. 8. 6) 

A2=2a2, A正 2a3

である。

(1.3. 7)を (1.8.3)に代入して [r]を求めると

早＝i(A。十：！十↑）

T 3 =~(2a。十 a1+a叶ー約ー2ai) …•… ••(1. 8. 7) 
入 4

となる。これより

え[r] 1 l d[r]／dが a1-+-{l2 3 
2冗v+4訂 tl 戸 '=a。+2+ 2 + 8約

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.8.8)

が得られる。

一一元しi〗喜亘w(~, r;)d~ 
1-5 

=1-Jl l+e (a。+a1e＋畷＋aae3)dミ
冗ー1{1-e2

=a。+“+C2+3約
2 2. 8 

であるから，（1.8. 8)は Prandtlの揚力線の積分方

程式となる。

以上の計算によって，縦横比が大きいときは，連立

方程式 (1.2.1)の第2式以下の A。の係数関数は奨

の大部分の所で小さい値をとるものと想像される。

2 非定常揚力面

2.1 非定常揚力面の積分方程式

翼が振動率 1,1で調和振動をしながら， 一定速度 V

でX軸の負の方向に進むときの揚力面の積分方程式は

Wo＝土臼げrodx'dy'S:ooe-~<x-X)-iz22 

X 1 
V (X-X'）門(Y_y'）2＋（z-Z'）21 

='dX 
Z=Z' 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.1.1)

である。ここに各瞬間における翼の位置及び揚力分布

密度をそれぞれ z。eiッt,n。eistとすると

ro＝ー伶， Wo=（い噂）z。 ·…… ••(2.1. 2) 

である。

(12) 

(2.1.1)を (1.1.5)の変数を用いて書改めると

Wo（ど，刀）＝一竺『『4冗ー1 -1 
roc'dedが

『 e-i(1)（5-5)

-co[ { c(E＋どo)-c'(f'＋ど。＇）ド＋が（刀ーが） 2］3/2
d5 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.1. 3) 

となる。但し (1)=1,1c(r;)JVである。

2.2 連立積分方程式

非定常斑の場合も定常腿と同様に (2.1.3)の両辺を

:について Taylor展開して，どの同次の項の係数関

数を等値すれば，（1.2.1)の形の連立積分方程式が得

られる。即ち

-w(O, TJ) =-4~~fj〗ro磁’dが

J° gei(J)5 
x -00{（筵＋ 5m-5'）叶叫—が）2 ｝ 3/2d5

-1(J) 1 r1 

-W(1)（O, 7J) =—i i roid5’dが
4冗ー1J-1

xJ° §ei(l)5 
-=｛（降＋むーざ）叶炉（刀ー心｝幻2

dE 

＋土肛l｛応ーざ）2:賃刀ーが）が／2屁 dが

-W(2)(O,刀)＝ （-i(l)）2『『碑d'
4冗ー1J-1ro 刀

Xi° ¢ei(l)5 
ー。 {fiE+em-e')2十炉（刀ーが）2｝3/2

dS 

+―i(l)『『 ro砂
五ー1-l{（5mーぎ）2+汽刀ーが）2｝3/2

de'dが

ー→ 3 il il ro虚 (5m-51) 
411: J-1J-1{ (em-e')2十炉（刀ーが）2｝5/2

dざdが

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.2.1)

である。

(2.2.1)の連立槙分方程式の核関数は定常翼と同形

のものと非定常翼特有の核関数

J° eioS 
-o{（筵＋む—四＋だ＠ーが）2） 3/2dS

が含まれ，かなり複雑である。

(2.2.1)を組変えると

-wo(O, 刀バ心〗roide’dが

寸° gei(J)5 
-）｛（筵ー砂＋y2}a/2dB 



-｛砂(0,刀)+i(J)Wo(O,r;)} 、

_ 1『『 ro砂
4T -1 -1 （さ＋ y2)a/2

dedが

-｛年(0,刀)+1•(/)W炉（0，叫

=--［『『 roえ炉i -1 企'dが
4n J-1J-1 旋＇ （ざ十Y2)3/2

-｛年(0,r;)+i(/)W炉（0,叫

= 41T i:1『lroえ炉此2)2-（さ＋し2)3/2企’dが

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.2.2)

の様に表わされる。この連立方程式の第 2式以下の積

分方程式は定常糞のものと同形で，計鍔の手数が，

(2.2.1)よりかなり少くなる。これ等の式のど， Yは

(1. 4.1)に示すものである。

(2.2.2)の第 1式を除いて，第 2式以下を連立方程

式として解いてもよさそうに見えるが，それは加速度

場を解いていることになるので正しくない。その理由

は，揚力面上の怯線方向の流体加速度が零でも，法線

流速が零とならない様な揚力分布が存在するからであ

る。

(2.2.2)に（1.2.5)を代入し9:'についての積分を

行うと， An（かに関する連立積分方程式が得られる。

(2.2.2)の第 2式以下では核関数が定常斑のものと全

く同形の実数形であるから，方程式を未知関数Anの

実数部，虚数部それぞれの方程式に分離することがで

きる。このため (2.2.2)を代数方程式に変えたとき

演卵子の数が他の方法によるものに比べると殆んど半

減し，計尊は容易になる。第 1式の核関数は数値積分

によってその値を求める。この積分方程式を解く方法

は定常翼の場合と殆んど違いはない。

2.3 二次元非定常翼

二次元非定常貿の揚力面の積分方程式は

-Wo（ど） ＝一ー：冗 i〗 ro（ミ＇）辱

寸
5 e-i(J)（5-5) 

ー。 (5-5'）2 d5 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.3.1) 

である。この積分方程式は Kiissner& Schwar炉及

び Sohngen10>によって Kuttaの流出条件を考慮し

て解析的に解かれている。その結果は

13 

ro（ミ）＝一ー2✓戸
冗 1+~

寸〗｛｝予 {T((J)2)-1十ミ心｝ U’o(5'）d5'

_ 2i(J)『A（ど，妙')Wo(e)d~' ・・・・・・・・・・・ •(2.3.2)
冗ー1

である。ここに

T((J)）＝ 
-iH。(2)((J)）+HI(2)((J)） 
iH。(2)((J)）＋HI(2)（(J)） 

・・・・・・・・・・・・(2.3.3)

1 1-55'＋ {（1一ざ）（1-5＇2)
A（ミ， t')= ± ln 

2 1ー終'-パ（1-ぞ）（1-t＇2)

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.3.4)

であって， H。（2)（例）， HI(2)((J)）は Hankel 関数を意

味する。

-w。IVが (1.3. 3)と同じ様に

-W。IV=ao+a1~ +a主， an=anr + £ant 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.3.5)

で与えられるものとする。どの高次の項迄考えると計

算が複雑になるので，簡単の為 2次の項迄で止めてお

く。剛奨が一様流中で非定常運動をする場合は，

(2.3.5)はどの 1次の項迄考えればよいが，不均一流

中の炭に対してはどの高次の項迄考える必要がある。

d { 1一守A(f, e)= 
d5' ✓1二的（←― 5'）―

であるから，（1.3. 4)の公式を利用すると

リ~IA（認）的de=; [ t~A(f, f')-|>

I 

-rr(n+ l)|-1ミ1n+ld~A(~. ;')dミ'

V 1-:2 I ミ1n+l
＝一…(n+1)j_1Vlぇ言オ）蒻

=~汀 (bn+bn-1;+……b1ミn-l+b。和）

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.3.6)

となる。

(2.3.5)を (2.3.2)に代入し，（1.3. 4)と(2.3.6)

を用いて 5'に関する積分を行うと

互＝《1-5
V 丘―~(2a。 +a叶a2)

T(w)-1 

2 

～̀□（％心）＋2V1王 (a「I-a近）

(13) 
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+2i(1） {1一~(a。十 _a_2 吠 a_2ぎ
6 + 2 + 3) 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.3.7) 

となる。これが吹上げが (2.3.5)で与えられたときの

積分方程式 (2.3.1)の解析解である。

定常翼では， W がどの 9t次多項式のとき， rは

Birnbaum級数の色L-1{1ーミ2 の項迄で表わされた

が，非定常腿では Woがどの n次多項式のとき， roは

Birnbaum級数の和《丁二戸の項迄で表わされる。

次に (2.3.1)を 2.2節の方法によって解いてみ

る。

(2.3.1)の両辺をどで逐次微分して， （2.2.2)の形

の連立方程式を作ると

-Wo(O) ＝ -_1『腎
2n:J-1~ 

-
一ーニi1ーt7odef00£:_(J)：,dE ・・・・・・・・・・・ •(2.3.8)

-｛w炉(O)+i(J)Wo(O)}= --~.-『 f,02_ de 2n: J-1ミ12

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.3.9)
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g 1 1 5-:＇＋ 1-5 
o= ;fー 1 ✓1-5'i(5-5'） -00 

吋゚ ei(/)5d5

=J°-00ei(/)5 d5 -i00〈5+1e-i(/)5d5 
1 v E-1 

となる。この積分は個々には発散するが， 2項をまと

めれば発散部分は消し合って有限値となる。

発散部分を除外すれば

犀 (x)＝-2JOO e-ixt dt 
iT 1 J炉ー1

町 (x)＝-＿2{OO te-ixt dt 
T 1 { t2-1 

iH炉(x)＋Hi2)(x)＝_2JOO喜亘e-ixtdt
冗 l t-1 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.3.14) 

であるから

g。=i1;;-+i{ iH炉(o・)+ H fl (w)｝…（2.3. 15) 

となる。

幼， Q2, Q3についても同様に

J 1-5/25+ど'1-B2
= ＋ー

5-5' ｛--1-ど/2 Vi二戸(B-e)

ミ'V1-ど/2＝ど／2＋芸'+E2-1
5-5'V1-ミ/2

E(52-1) 
J1-5/2 (5ー召')―

ミ12./1-生 -5-5年 5吐 5咤'+Ee2+e3
ー・＝

5-:1 ./1ーミ12

52(52-1) 

り-―生 (5ーミ／）

の様に書き，（1.3. 4), (2. 3.12)の公式を用いて先づ

ざに関する積分を行い，次に 5については部分積分

を行うなどして，発散栢分の有限部分を尊く。

例えば 91については，部分積分すると
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となるが，この式の右辺第 1項と第 2項は消し合って

0になり，又第 3項と弟 4項の発散部分は消し合う。
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(2.3.14)を用いると

,l = 1 ＋ ・竺H(2) （(J)） ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・（2.3.16)
叫 2(J) 0 

となる。

砧， Q3も同様の計節により

Q2立i+ i _ T Hi2)（(J)）―冗 H 杓((J)）
(J)3. 2(J) (J)2 2(J) 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・ •(2. 3. 17) 

如—ぶ一心＋ ｝Q)T {}昨（w)

-土-H喜心｝一五iH叫）……（2.3.18) 

2a叶 i(J)a1=A2

i2(J)屯＝3A3

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.3.20)

となる。 これの第 2式以下から A1,A2, A3を求め

ると

の様に表わされる。

(1. 3. 7)の roを (2.3.8)-(2.3.11)に代入すると

_Wo=Ao__Jldさ
V 2r -IV 1-52 

A□2(J)約／3, A2=2a叶 i(J)佑

A1=2a1+i2(J)ao+i(J)叩 3

、

A

“

_A2-『{1-52 dミー 1•(J)一
2T-1 2 

(A。9。

+A1Qげ A位2+A凸），

1 --（ W炉十i(J)W。)＝
A。I d~ 

v ― -2E-i_l 四 1ーニ52

A1 1 {l-52 
ー 西i_1 ど2 d5 

—食い 1-52d5,
1 -i¥(Wo2) +i(/)W炉）＝一
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V 冗 i-1古 1-e2

一人＿『 V1→dミ，
冗ー1 ぞ

-1-(W(3)＋i(L)W(2))＝- -3A。1 de 
0,Cw~3l+iww<2l)=- 3~of1 ざ {1-e2

_ 3Alil りー茫dミ
7r J-1 ざ

--3A3『汀手心
7r J-1 ぞ

し ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.3.19)

と書かれる。これの第 2式以下は (1.3. 8)の第 2式以

下と同形で，（1.3. 9), (1. 3.10)を用いるとどに関す

る積分が得られる。

(2.3. 19)の左辺に (2.3.5)を適用すると，連立方

程式は

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.3.21)

である。これらを (2.3.20)の第 1式に代入して A。
を求めると

A。=1-!(J)!』。｛2(1-(J)閏）a。

+(i2叫＋1・(J)-尋）a1
2 

叫 2(J)2+(-~如1+i2鴫— -3凸） a2}
・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.3.22)

となる。

(2.3.22)の 9。, Ql等に（2.3.15)--(2. 3. 18)の

右辺を代入して整理すると

A。=（2a。国）＋T（(J)pc2a。+a叶む）

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.3.23)

となる。

(2.3.21), (2.3.23)の右辺を (1.3.7)に代入して，

(2.3. 7)と比較すると，二つの解が一致することがわ

かる。

結 言

a。=
A。 A2 i(l) 

2 4 2 
(A。9。+A晶

+A2砧＋A凸）

aげ⑩a。=-AI A3 ＿ ＿ 
2 4 

揚力面の積分方程式を数値的に解くには非常に繁雑

な計算を伴うので，その誤差の評価は極めて重要なこ

とである。最近の揚力面の解法では何れも積分方程式

を代数方程式に変換する部分に極小誤差の方法が導入

され，誤差を極力少くする配慮がなされている。この

様な観点に立てば，本文の方法は原始的なものとの誹

りを免れないであろう。しかし極小誤差の方法を専入

した為に代数方程式の元数を増さねばならなくなった

り，又係数行列の数値計算が繁雑になったりするので

は利益は少ない。

我々が遭遇する現実の問題では，吹上げの煎弦方向

の分布形は直交関数系より幕級数で表わした方が少い

項数で精度のよいことが多いので，本文の方法によれ

(15) 
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ば連立方程式の元数は少くて済む様に思われるし，又

係数行列の計算も，これ迄の方法の内で最も簡単なも

のであるか，代数方程式を解く際に誤差の混入するこ

とはかなり避けられるであろう。また得られた循環分

布密度に対応する吹上げを計卵することも容易である

から，誤差の評価も可能である。

この方法の利点を列記すると

(1) 揚力面の積分方程式が Flaxの方法と同じに

Birnbaum級数の係数を未知関数とする連立方程

式の形に書改められているので，最適標点法に艇々

見られる様な，翼弦方向の揚力分布に波状誤差の生

じることを避けることができる。

(2) 揚力分布の焚弦方向の試験関数（木文ではBirn-

baum級数を採用した）の項数は比較的に少い数で

済むので，連立方程式の元数が少くなる。

(3) 連立積分方程式の第 2式以下は定常翼でも非定常

斑でも同形であるから，数値計冥上両者に共通する

部分があって好都合である。

(4) 非定常炭の場合，連立積分方程式の第 2式以下が

実数核をもつので，未知閃数である揚力分布が実数

部と虚数部のそれぞれのみを合む稿分方程式に分離

される。そのため積分方程式を連立 1次方程式に変

換したとき，演符子行列の元素の数が他の力法の殆

んど半分ですむので，連立 1次方程式を解くのが容

易になる。

であるが，炭に補助炭が附いている場合などにはこの

方法は適しない。
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