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In this paper a detailed description is given of a method for calculating the hydrodynamic 

load distributions on the blades of a screw propeller in non-uniform flow. 

The velocity potential is derived by means of vortex theory. So we can introduce the nonlinear 

effects in the theory. The integral equation that relates a prescribed upwash distribution to an 

unknown lift distribution is the same form with that which the author presented in his previous 

paperD. 

The numerical method for solving the equation is built on the foundations of the method2) 

which was proposed by the author. 

はしがき

筆者が修学時代，非定常賀理論の研究に没頭してい

た頃，この理論は将にその黎明期にあったのであるが，

それから四半世紀，連綿として非定常翼理論が多くの

研究者の心を捉えて来たのは，実際問題として，これ

が重要研究課題であったばかりではなく，理論の華麗

さに魅せられたためでもあろうか。

Kiissnerの‘‘一般揚力面理論 '’3)は任意平面形の非

定常揚力面に空気圧縮性を考慮して理論を具体化した

最初のもので，重要文献とみなされているが，この中

に揚力面を揚力線に変換する方法が述べられている。

筆者が非定常翼理論の方法を利用して非定常プロペ

ラ理論を展開してみようと考えたのはかなり以前のこ

、とであるが，プロペラでは自由渦が螺旋状であるた

め， Kiissner揚力線のような手法を適用することがで

きないという点で行き止った。当時は三次元翼は揚力

線理論により数値計算を行なうというのが常識とされ

た時代であった。

講和条約後，外国文献が徐々に手に入るようになり，

Flax4), Dengler and Goland5), Lawrence and Gerbe炉

等の新しい揚力線理論に接して，非定常プロペラ揚力

線に対する上記の障壁は除かれたが，舶用プロペラの

中に非定常プロペラ理論を必要とするような研究課題

が存在するであろうかという現実の問題に行き当っ

た。たまたま Lerbs教授の解説文7)の中に伴流プロペ

ラの性能の面から非定常プロペラ理論の必要性の説か

れていることを見出し，これに刺激されて非定常プロ

ペラ理論の基礎的な事項を記して公けにした見

この頃，全く別の方面から非定常プロペラ理論の出

現が望まれるようになって来た。それがプロペラによ

る起振力の問題である。これに対処するため，非定常

プロペラ理論の進展を計り，揚力線の積分方程式の数

値計算法等を探求した見

その頃， ワシソトンで船舶流体力学の第4回シンボ

ジウムが開催されることになったので，それまでに行

なった研究をまとめて提出した1)。 シンポジウムの主

題（船舶推進および流力弾性）に適合したためか，こ

の論文は予想外の反胃をもって受け取られたようであ

る。
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定常プロペラ揚力線は河田10)の創案によって極わめ

てたやすく数値計算が行なえるようになっている。そ

れは積分方程式の核関数を変形ベッセル関数の級数で

表わし， Nicholsonの漸近式を用いて該級数の総和式

を作り，数値計算を行なうものである。

この方法にならって，非定常プロペラ楊力線の核関

数を漸近表示することを考え，数年を過した。その

間，高速電子計算機の発展と普及は目覚ましく，理論

研究者に与えられる機会も多くなって，理論研究の方

法にかなりの変化が現われてきた。

現在では，核関数の値を求めるのに，その積分表示

式を直接数値積分するのが最も容易のようである。中

型電子計算機ですら，この関数の一数値の計算に要す

る時間は数秒を出でない。筆者の過去の努力は徒労の

数年というべきであろうか。

筆者のこのような遅々たる歩みの間に，非定常フ゜

ロペラ揚力線は幾人かの人々によって計算されてい

る11,12,13,14)。しかし実用の伴流フ゜ロペラは非定常翼と

しての特性が顕著に現われる運動状態で作動するもの

であるから，現象を的確に洞察する意味から，楊力面

の計算を行なうことは大切なことである。

非定常フ゜ロペラ揚力面の計算は技術的には直進非定

常揚力面の場合と大差ないので，その方面で開発され

た諸々の方法を利用することができる。筆者はそれ等

の方法を比較検討し15)，プロペラの計算に適すると思

われる一つの新しい方法を考案した2)。 本文ではその

方法に沿って理論が展開されている。

速度ボテンシャルおよび揚力面の積分方程式を導く

のに，これまでは加速度ポテ‘ノシャルの方法を用いて

来たが，プロペラでは非線型理論を考える必要のある

場合が多いので，それへの応用を顧慮して，ここでは

渦理論の方法をとった。

ーし,:,:n 
号

x,r,0 任意点の座椋（円墳座標）

x',r',0’ 特異点分布の座標（円堵座標）

p 流体密度

V プロペラ近傍の流体に対するプロペラの

平均の相対前進速度

9 フ゜ロペラ近傍の流体に対するプロペラの

平均の相対回転角速度

ro プロペラ半径

rb ボス半径

粟数

揚力分布密度の complexamplitude 

流場の振動率

定常フ゜ロペラの自由渦による軸方向誘導

速度の半径方向の平均値

定常プロペラの自由渦による接線方向誘

導速度に基ずく誘導角速度の半径方向の

平均値

P=l,1/(D＋戸）

”゚"' 
Wa  

Wt/r 

8=2p1C/l プロペラの各粟間の振動の位相差

2社 螺旋渦のビッチ。ただし h=(V＋面a)/

(Q＋戸）

μ=r/h, μ'=r'/h, μo=ro/h, μb=rb/h 

a=O-x/h, a'=O’ーが／h

て＝o+x/h, -r'=()'+x'/h 

r8 

rd0 

Fig. 1 

1. 渦理論による速度ポテンシャルと

揚力分布密度

弱い不均一流れの中をプロペラが定常の作動状態で

進むとき，プロペラ粟に固定した座標系から見た流場

は定常なものと非定常なものに分けて考えることがで

きる。しかしこの二種類の流場は互いに全く独立なも

のではなく，それぞれの自由渦は同一の螺旋面上に分

布していると考えるのが妥当であろう。

螺旋状の自由渦は元来粟の運動軌跡面上に残される

ものであるが，それの誘導速度によってもとの位置よ

り変位する。この自由渦螺旋面を正確に数式に表現す

ることは繁雑であるから，螺旋のビッチは時間的にも

また空間的にも一定なものと仮定し

V十面a
h= または h=rtan(e+ai) (1.1) 
9＋戸
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とする16)。ただし Wa, Wtはそれぞれ束縛渦の位置

における自由渦による軸方向および接線方向の誘導速

度で，初a, W面・はそれ等の時間的，空間的平均値を

意味する。

非定常流場では Wa,Wtの時間平均は 0であるか

ら，（1.1)の面a,W石は定常流場の半径方向の平

均値をとればよいことになる。 (1.1)で定められる h

を螺旋渦のピッチとして非定常流場を計算するには，

まず定常流場を解いて， hの値を求めておく必要があ

る。

このように変形を受けた非定常流場の速度ポテンシ

ャルは，形式的には， 線型理論で求めた式8)の Vぉ

よび 9 の代わりに，それぞれ V十wa,Q＋面面と

鷹けば直ちに得られるのであるが，それでは原理的に

陵昧な所があるので，渦理論によって改めて速度ポテ

ンシャルを導いてみる。

非定常プロペラの速度ポテンシャルを <Poeiッtの実数

部で表わすことにすると，

1 1ー1 TO OO す

こ
a 11 

<Po=乙m=0e-i 如／l~O 吋ぷ/o(s') ds’面(½)ds
(1.2) 

である。ただし roは循環分布密度の complexampli-

tude, sは螺旋に沿う長さを表わし， s1は翼前縁の S

座標を意味する。また

R=./(”―工')2+r叶戸ー2rr'cos((}ー(}'-2m叫）

(1.3) 

であり， a／0が＇は螺旋面に対する法線微分を寇味す
る。

W*=./ (V+―ら）2王 (Q+w°Jr)2 

=(V＋面a)./1十炉 （1.4) 

と書き， r*を束縛渦の循環分布密度， rを束縛渦，自

由渦を一諸にした全循環の分布密度とし，訂＝r-r*

と書くと， Prandtlの渦保存則17)により， r*と訂と

の間に

愈二加＋w＊如
at'at'.. as =0 (1.5) 

の関係を与えることができる。これは Prandtlの意味

とは多少異なるが，自由渦が誘導速度によって流され

3 

が得られる。この式の両辺を Sで S1より Sまで積

分すると

(r(s') ds’ —:. r*(s') ds' 
s1 ＼ s1 
1 S S'’ 

叫 ds"~s, r'(s',t-s" -s' =--S1¥S1 (w*)ds’ 

であるが，右辺に Dirichlet変換を適用して積分順序

を交換し，積分を行なうと

=¥：lr*（S’, t-sぷ')ds’―¥:/*Cs')ds' 
となるから

s s 

(res') ds’＝じ（s',t-*)ds'(1.7) 
である。さらに両辺に p(a/at+W*a/as)の演算を行

なうと

a s 
Pft(r(s', t)ds'+ PW囁，r(s',t) ds' 
=PW*r*(s,t) 

が得られる。

一方， Eulerの運動方程式を積分すると

i)({) p 
p=-P ---
at 2 
w2+const. 

(1.8) 

である。ただし P は圧力， W は流速を意味する。粟

の上下面の圧力，流速および速度ポテンシャルをそれ

ぞれ Pu,P-i, Wu, Wiおよび (/)u,(/)lとし，揚力分布

密度を”で表わすと

a 
ll(s, t) =pi-pu=P- （仇u—刺

at 

p 
＋ー(wu+wi)(wu-wi) (1.9) 
2 

であるが，近似的には

W*= (wu十如）／2, r=Wu-Wl 

であるから，（1.9)は

゜
s 

Il(s, t) =PTt~s/(s', t)ds' 

+ PW*fs(r (s', t)ds' 
as Js1 

(1.10) 

るという考えからすれば妥当なものであろう。この式 のように表わされる。

で祈＊／atを既知とみなして，けを求めると (1.8)の右辺と（1.10)の右辺は等しいから

1 
s 

s-s' 
訂＝r-r*＝一戸い(s',t — ~)ds' (1.6) 

ただし r'=or*/ot 

II(s, t)=PW*r*(s,t) 

の関係が得られる。

(1.11) 

流場が振動率ンで調和振動をしている場合は
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r (s, t) =ro(s) etut, r*(s, t) =r。*（s)eiut

(1.12) 

のように表わされるから，（1．7)は

である16)。 （1.17)は渦理論により求めた速度ポテ‘./

シャルで，加速度ボテンシャル理論により求めたもの

と同形である見

¥：1和(s')ds’=(r。*（s')exp(—訊(s-s'))ds'
(1.13) 

となる。 これを (1.2)に代入すると， 速度ポテンシ

ャルは

炉立e-i如吋゚ dr'
4五＝0

゜00 ～ 

心：1が(s')exp（一粛(s-s'))ds'
o I 1 ¥.~ 
x面は）ds (1.14) 

となる。

Dirichlet変換を用いて (1.14) の s',sの積分順 この吹上げ WOはプロペラの運動状態および不均一

序を交換し， r*が翼面外で 0であることを考慮する 流れの分布形によって定まる既知関数であるから，

と

1 1—1 r。 s2
<l>。＝石』。e-i如 r/i＼吋Slr。*（s')ds' 

x ~: exp(—語(s-s'）溢（点）ふ (1.15)
と書かれる。ただし S2 は翼後縁の S 座標である。

S とてとの関係は

ds=h./ 1十が dて／2 (1.16) 

であるから16), (1.15)の 3の積分を T 座標の変数

T’ の積分に変え，さらに Tーて＝て’-T'によって T

の積分に変えると，法線微分釘紐”が T'を通して

行なうものより，て＇を通したもの町孤’に変わって

1 1ー1 r。 s2
炉（て， u,µ) ＝戸。 e-i如／z~o 吋Slr。*（r', s') 

X h./1+μ'2 ds'(00 exp(—誓（てー T))土（底）dT
(1.17) 

となる。 a/On’ および Rをて， 0 を変数として表わす

と

a 1 (/._1¥a 
―=  ｛（μ'＋--- ----l a a;,-=~{(µ'+i' ）如'(µ'--;,)aて，｝

(1.18) 

R=h./((T-て’―u+u')2/4十炉十μ'2

-2μμ'cos{ (T-r-'+u-u'-4 m冗／l）／2}〕

(1.19) 

(224) 

2. 積分方程式

プロペラ翼面上の吹上げの ~complex amplitudeを

Woで表わすと

訊 1 0 1ー1 ro S2 
Wo＝叫，＝戸盃五。e-i如／t＼odr’¥Slr。*（r',s') 

xh v百戸ds’!て-00exp(—号（て一 T))
a I 1 
芦は）dT|t1＝が (2.1) 

である。ただし 8/Onは (1.18)のが，て'9(1’ の代わ

りにμ,て,(1と慨いた演算である。

(2.1) は r。*に関する積分方程式とみなされる。こ
れを

μ。”
-Wo=f udμ'＼が（が，μ')K（戸’/2;μ, μ')dて'

゜" (2.2) 

の形に書き表わす。ただし

k（ご’／2;μ, μ') 
1 0 l—1 

=-----E e-i2pmr/l 
16冗 on仇＝0

X が （ 1 + い） ［ てー00 exp ( -図-T ) ) 
o I 1 
x盃は）drla=a' (2. 3) 

で， Rは (1.19)で表わされるものである。

1 1 
-＝ 
だ JX2＋炉十μ'2-2μμ’cosp

1 OO OO 

=-;-n=~oo ~ -ooeilX＋叫（叫＜）応（叫＞）dl
(2.4) 

の公式がある18)。ただしμ>,匹はそれぞれμ,μ'の

うち，大なる方および小なる方を意味し， また， I”’

k” は変形ベッセル関数である。

(1.19)に (2.4)の公式を適用すると

1 1 OO OO i 
す不=~oo~-oo exp丘(l+n)(Tーて')
i 
―了a-n)（<Tー<T')-i2nmrr/t)

X In (I-< Iμ<) Kn (I-< Iμ>) dl (2.5) 
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となる。

(2.3)の 1/Rに (2.5)の右辺を代入して， Tに関する積分を行なうと

k（三2;µ,µ')=~ 隠 e-i如／lE[＼ 00 i(μ'i-n/μ'） （μi-n/μ)ei/2(i臼）（r-て')-i2血 rr/l
8叫 1+μ五＝0 炉—00 入十n+p-OO 

xln(I入l匹）K爪J..lJμ>) d..l-{μ'(p+n)+n/ μ'} {μ (p+n) +n/ μ}e-i/2pc,-,')-i2血津

xln(IP+n I匹）応(IP+nlか）］ （2.6) 

と書かれる。

lー10,nキkl
r; e-i2nm1t/l = 
仇＝。（l，n=Kl

, (k=O,土1,土2,土3,…)

の公式を用いると，（2.6)の m に関する総和は行な

われ，もう少し簡単な式となる。この表現は筆者が始

めて用いたもので，流場や核関数の解析的性質を調べ

たり，核関数の形を変換したりするのに好都合な式で

あるが，数値計算に直接利用されることはほとんどな

いであろう。

(2.6)では Tに関する積分を行なっているが，そ

れを行なわない前の形で表わし，積分変数 Tを

（て一て')/2=v, (T-て'）／2=v' (2.7) 

によって V'に変えると

V 

K(v;μ, μ')＝-」｛ 1+μ'2翌e-i如／t
OO OO 

8が 1+μ2仇＝0e-i2pmtt/l~~oo e-ip(v-v')dv’ふし{µ戸—(1;+-;,);.n
n2 
十五}eivtl+in(v'如／DIn（叫＜）ふ(|枷＞）d).

と書かれる。

(2.4)より

(2.8) 

a21 1 OO 
00 

一応古戸OO＼加iば＋i'11,心(|枷<)Kn(I枷＞）d.<
-OO 

a21  1 OO OO 
― axa<p 石＝¾n=~oo~ -~ Anei•X+in心(|枷<)Kn(I枷＞） di

-00  

祁 11OO 
00 

―年町元EOO¥ n砂 X+i”心(|底）Kn(IJlμ>)dぇ
-OO 

＇

A

|

ー

i

(2.9) 

であるから，これを (2.8)に適用すると

K(v;µ,µ')=~✓W 92 lー18冗 1 十炉五。 e-i2pm冗／l＼OOe-ip(v-v'）｛µµ'応—(1;+7)ぷ＋土麟i:：g'ーご'Il
=―1{  1+μ'2翌e-i2四 r/l¥ e-ip(V-V'）[μμ'＋cosP _ 3(μX-μ’sinp) （μ’X-μsinp) 
8冗 1+μ2m=0 かだ5 ]X=V, dv’(2.10) 

-oo -- -- -- -,p=v'-2m1r/l 

が得られる。数値計算にはこの式を用いるのがよい。

不均一流中で作動するプロペラのプロペラ翼位置に で回転する座標系に移すには 0の代りに 0-(D+ 

おける流体に対する平均の相対前進速度および回転角 五面うtと置けばよい。 0をて， aの座標で表わすには

速度をそれぞれ Vおよび 9とし，軸方向および接線 0=（て十a)/2と置く。このとき，プロペラ賀のある螺

方向流速の平均値よりの偏差をそれぞれ Va,Vtとす

ると，一般に

00 

Va=区｛Ck(r)sinkO+dk (r) cos k0} 

ごl } (2. 11) 

Vt= I;｛叙(r)sinkO+ /k(r) cos k0} 
k=l 

のように表わすことができる。これを角速度9+五可;

旋面上 (a=O)では Va,Vtは

00 

Va＝こ｛伍（r)＋心(r)}eikCD十町砂—ikr/2

k:l } （2. 12) 

Vt ＝こ｛i舷 (r)+ I 1c(r)} eiTcCQ＋亨）t-ikr/2
k=l 

の実数部で表わされる。

Va, Vtの吹上げ方向の成分は

(225) 
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Va cos ci-Vt sm ci, 

h V+wa 
tanci=-= 
r r(Q+ Wt/r) 

ただし

である。

プロペラの吹上げは Va, Vtの吹上げ方向成分と消

し合って，流体は翼表面に沿って流れるはずであるか

ら，粟面上の境界条件は

a(/) 
-::;-= -Va cos ci十Vtsm ci an (2.13) 

である。

積分方程式はまず 1,1の値を仔えて計算するもので

あるから， （2.12)の級数の各項毎に積分方程式の解

を求め，それ等を加え合せて，伴流中の解を得るよう

にする。

Kのある一つの値に対して

k(Q＋函）＝1,1, k=1,1J({J＋函］r)=P (2.14) 

である。このときの境界条件は

wo= { -(icp+dp)cos ci+(iep+ f p)sin ci}e-ipr/2 

(2.15) 

で与えられる。

のように表わされるものとする。 ただし A(N)(7)の

記号 N は N階導関数という意味ではなく，心の係

数関数を示す記号である。

(3.2)の両辺を eについて Taylor展開して，どの

1バl次の項の係数関数を等値すると

wo(O,り） 1 ~1 
1 

--W;-＝2冗叫＿lA<N)（が）K<ON)物',
1 
-W*{w砂 (0，刀） ＋i(J)wo(O，刀）｝ 

1 れー1 1 
＝一こ！ A（N)（刀')KON)d'T)'
2冗N=0

刀，
ー1

1 
—~{ w0c2)(0,刀)+i(J)wocD(O，刀）｝ 

1 11,—11 
＝一こ＼ A（N)（刀')Kc2N)物',
2冗N=0ー1

1 
―面*{WoC3) (0,刀） ＋ 1•(J)Woの (0，刀）｝

1 11,—1 
1 

＝一 ~j ACN)（刀')KC3N)dr;'
2冗N=0

刀，
ー1

(3.4) 

3. 連立積分方程式

これからの解析には

μ= (μo-μ砂／2, μ1=(μ0十仰）／2

り＝（μーが）／μ, 刀'=(μ'ーか）／P
て2＝て戊） ， て1=ri（刀） ， て2’＝て2(刀'), 

て1’＝て1（刀')

元＝（m-T1)／2， ぞ＝ （m'ーて1')/2 

てo=（て2十て1)/2, ro'=（て2’十て1')/2 

e=（て一ro)／そ， e’= （T'ーてo’)／r'
eo＝てo／そ， eo’＝てo’／r'
(J)＝p""i/2'(J)’=Pで’/2

(3.1) 

によって定義される記号を用いる。

(2.2)の積分方程式の変数を e,e, 1),刀’に改める
と

1 

-wo(e, TJ)=~ 物’＼ l r。乍'k（ご’／2;μ,μ')de'
ー1 ー1

(3.2) 

と書かれる。

r。＊が
r。*／W*=A<0)（紐(f)+A崎）扇）
+A(2) (7) i2 (5) ＋…・・・ l 
犀）＝吹~N=l,2,3, ・・・, n-11 (3.3) 
ぇn(f)= fN-1./~, N=l, 2, 3,…， n-1 

(226) 

となる。これ等の式で Wo(k)は

Wo(k)（紅）＝（土）kwo(~，刀）

(t)kk（紅）＝応（紅）

(3.5) 

を怠味し，また (2.10)の K(v;μ,μ') を k（切）の

1記号で表わすことにし，これの蒻次微分を

(3.6) 

と苫くと

1 

K<ON)=2年 '¥i畷 ')K(O，かd5'

＼ 

K<2N)=2年’！犀’）｛K(2)（O1)＋疇V(O,Y))}de'
ー1

..．.．．.．．．．．.．．．．．.．.．．.．.．．．．．．.．.．.．．..．．..．..．..．．．.．.．..．.．．．． 

(3.7) 

である。

(3.4)は A(N向）に関する連立積分方程式である。

これを解いて A(N)（刀）を求めれば， （3.3) によって

循環分布密度を計算することができる。

4. 連立積分方程式の核関数

楊力面の積分方程式 (2.2)の核関数（2.10)の変
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数て，がを（3.1)によって，ど，ど＇に変える。

一f=(f。そー5'そ＇）／石' (4.1) 

と書くと

V= （て一て')/2=~そ／2+ （；— 5'）そ’/2 (4.2) 

である。

(2.10)の積分変数 V'を一V'に変えると

00 
lー1

K(v; μ,μ'）＝一土叫覧e-ipvし五。［e-如

x ｛仰’+cos¢
K*3 

3 (μX -μ'sin <p) (μ'X -μ sin <p) 炉｝］X＝V, dv’ 
'f'=V'+2mrr/l 

(4.3) 

となる。いま

E= （;— 5'）そ’/2 (4.4) 

のように表わすことにすると，（4.3)の V を Eとし

たものが K(O,TJ)に相当する。すなわち

K(E;μ, μ') =K(O, TJ) (4.5) 

である。

次に， （2.8) より K(1c+1)(O乃）＋如K<7c)(O，刀）の表

示式を求めると

KCl)(O，刀）＋如K(O,刀）＝一:-{1+μ'2 
16が 1十炉

tー1 00 
00 

汽五。e-i加叫=tJ_oo (μ'.<-n/μ') (μ.<-n/μ) 

x ei1E+in(E-2mrrfl)Jn(lllμ<)Kn(lllμ>) dl 

K(K+1)（0，刀）＋如K<lc)(0,刀）＝一ぞ{1+μ'2 
16→ 1十炉

x（り）宅 e-i如 Il五＼°"().+n)k(μ').-n/μ') 
”=0”=-OO -oo 

x (μ).-n / μ)eiAE+incE-2飢rr/l)ln(I入lμ<)Kn(I入Iμ>)d).

(4.6) 

である。この式より

KCk+l)(O,'1)） ＋i(J)K(k) (0,'1)） 

＝（予）k(¾,)k{KcD (0,'1)）＋iwK(O,'1)）｝ （4.7) 

の関係が得られる。

また (2.4)を用いて 1／だの微分の組合せで表わ

すと

K(K+1)（O,'1)）＋i(J)KCk) (0,'1)）＝土〈11]ば(f)K
lー1
X ~ e-i初加／l

a. a ¥k; a 1 a 
飢＝。［（江＋盃）（μaX―戸;)

心’i--f¾)1しox μ’如だ]x=E<p=E-2mrr/l 
である。

(4.8)の右辺の微分演算を行なうと

K(1)（0,刀)＋i(l)K(O,り）＝一:{1+μ'2笠e-i如／l[仰 '+cos¢
16冗 1十炉 m=o R*3 

3 (μX -μ'sin <p) (μ'X -μ sin <p) 
―だ5]X=E

q;=E-2m,r/l 

K<2) (0, 1})＋疇1)(0, 1}）＝一旦✓ 1+µ92 翌 e-i底／l -三
32冗 1+μ2叩＝。［か

3(X+μμ'sin<p）（μμ'+cos<p） 
R*5 

3 { (μ-μ'cos <p) (μ'X = μ S~<p) _±__(μ’―μcog例(μX-μ’sin<p｝｝
R*5 

＋ 
15 (X + μ.u.'sin <p) (μX-μ'sin <p) (μ'X-μ sin <p) 

だ7]X=E
9'=E-2m,c/l 

(4.8) 

(4. 9) 

(4.10) 

KC3) (0, TJ) +i(J)KC2) (0, T))＝一旦{1+μ'2翌e-i如／l［一 coscp
6年 1+μ2仇＝0 か

3{ (1 +μμ'cos<p） （μμ'+cos<p）-2 sin<p(X+μμ'sin<p）｝ 
R*5 

3{μ'sin cp(μ'X-μ sin cp) +μsin cp(μX-μ'sin cp) +2(μ―μ'cos<p） （μ'-μcos<p） ｝ 
R*5 

15(X+μμ’sincp)｛（X+μμ’sincp)（押'+coscp)＋2(μ’X-μsincp)（μ予coscp)＋2(μX-μ’sincp) （μ'-μcoscp)} 
＋ 

R*7 

(227) 
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＋ 
15 (μ'X-μ sin cp) (μX-μ'sin cp) (1 +μμ'cos cp) 

R*7 

105 (X +μμ'sin砂 (μX-μ'sin cp) (μ'X -μ sin cp) 
―だ，］X＝E (4.11) 

y,=E-2m冗／l

である。

これ等を (3.7)に代入し'e=cos{)と低いて， 0について数値積分を行なうと， K<ON), K<lN), K<2N), K<3N) 

の数値が得られる。

5. 核関数 K(v;μ, μ'）の特異性

積分方程式を近似度の高い連立一次方程式に書き表わすには，核関数 K(v;μ,μ'）の特異性を明確にしておく必

要がある。

(2.10)を少し書改める。まず

K(v; μ,μ’)＝ーとJ汀:'：呈。e-i如／l＼ve-ip(V-V'）［ μμ'ぷ゚ ”
-00 

3(μμ'X+sin<p） （X+μμ'sin<p） 3(1十炉） （1＋砂Xsin<p―炉―—+だ5 ]X=V, dv’ 
y,=V'-2m,c/l 

のように整理し，大括弧内の第 1項，第 2項を部分積分すると

K(v; μ, μ’)＝ーかJ冨'2噂。e-i如 Il[μμ’X;3sin<p]x=v ―只 l+μ92翌e-i叶 /l
'f=V-2m1</l 紐 1+μ2m~O 

X r e-ip(v-v')[ ~十炉） （1＋μ'2)Xsin<p _ ip(μμ’X+sin<p） 
R*5 

-OO  

~]x=v.'~v' 
'f=V1-2m冗／l

(5.1) 

と書かれる。

K(v;μ, μ'）の特異性はこの式の m の総和の内， m=Oの項にのみ合まれ，μ=μ',v=Oがその特異点の位趾

である。

V'の小さな値に対しては

V SIn v v'sin v' 
・ー・ ー・一—‘

(v'2十炉十μ'2-2 μμ'cos v') s/2 - { (1 + μμ') v'2 + (μ―μ') 2}5/2 

坪 ’v'+sinv'_ (l+μμ')v' 
•—--. 

(v'2十炉十μ'2-2 μμ'cos v') 3/2 - { (1 + μμ') v12 + (μ―μ') 2} 3/2 

であるから， K(v;μ,μ')のμ=μ',v=Oの近傍の状態は

K(v;μ, μ’)＝一上J1十戸 (1+μμ’)v 1J  1+μ'2 ” 
紐 1十が {(1+μμ'）炉十(μ―炉）｝叩―盃 1十炉＼

e-ip<v-v') 
-oo 

｀

ー

'

、

[ 3(1十炉） （1＋炉）がsinv’ ip(1+μμ'）V' 
dv' 

x {（1+μμ'）V'叶(μ―μ')叫―{（1+μμ'）V'吐(μ―μ'）叩I2]

＝一八／ 1＋μ”[ (1+μμ'）V __  （1-＋炉）（1＋μ’__2）sin-V
紐 1十炉 {(1+μμ'）悦十(μ―μ'）叩I2 (1+μμ'） ｛(1+μμ'）況＋（μ-砂りt12-]

一八／~( e-ip(v-v')[ d 十炉）（1＋μ'りcosv’
紐 1+μ2J -(X)(1+μμ') { (l+μμ')v'吐(μ―μ')2) 3/2 

＋ 
ip (1十炉）（1＋μ’りsinv' ip(I+μμ')v' 

(1+μμ’)｛（1+μμ'）V'吐 (μ-μ')2門― {(1+μμ'）V'吐(μ―μ'）叩I2] 
dv' 

1十炉 ． v cos(P+ 1) v'+cos(p-1) v'+i sin(p + 1) v'+i sin(p-1) v' :::::— e-ipv~ 
16冗 { (1十が）V'吐(μ―μ'）叩/2

dv' 
-(X) 

である。 Tを正の大きな値とすると

(228) 

(5.2) 

(5.3) 



，
 

1+μ2 ＂ K(v;μ, μ') =:::-~e-ipv~ 
2-（が＋l)v叫 i2pが 1 e-i炒

dv'= --=----
16冗 ＿T {(l十が）V＇吐(μ―μ'）叩 I2 16冗V1+μ2

x ¥”2+（が＋1）（µ—µ'）切 (1 十炉）＋ i2pv’ 」- e-ip。 T が＋1

-T 
{v'2+ (μ-μ乍／（1+炉）｝3/2

dv'+ 
16冗V1+μ2¥-v｛V'吐(μ―μ'）叫＋炉）｝1／2dv' 

のように表わされる。 (5.4)の第2項は (5.3)をそのまま継承して T→ (X) とすると積分は発散する。これは (5.3)

の余弦を幕級数で表わしたために生じたことで，その不都合を避けるため，（5．4)では Tを有限とした。

(5.4) 

(5.4)の積分を行なうと

l e-ipv 
K (v;μ, μ') ::::::-~~[ 

2(1十炉）V
＋ 
2(1十炉）

16冗い＋p5L(μ―μ')2.;ぴ＋（μ―μ'）21(1十炉） （μ―μ')2 

i 2 p 
.;悦+（μ―μ')2I(1+μり

+(P吐 1)In{ 心＋（µ—µ'） 21 (1十炉）ーv}] (5.5) 

となる。

以下では (5.5)で表わされる特異性を K(v;μ,μ'）より分離して

K(v;μ, μ') =F(v;μ, μ') + J(v;μ, μ') 

ただし

J(V;μ, μ'） ＝- l e-ipv [ 2(1十炉）V ＋2(1十炉）

16冗J1十炉 (μ―μ'）パv吐(μ―μ'）21(1十炉） （μ―μ') 2 

+(P叶 1)In {心＋（μ―μ'）21(1十炉）一V}-Vv2千(μ:；ぶバ1+μり］

(5.6) 

(5. 7) 

と書くことにする。 F(v;μ,μ')はμ=μ',v=Oに特

異点をもたない連続関数である。

K(v; μ, μ'）を数表に表わしておくと数値計算上使

利なことがある。 K と

K(v;μ, μ') = (μ―μ')2K(v;μ, μ') (5.8) 

の関係にある穴はμ=μ'で有限値をとるので， Kょ

りも K の数表を作る方が好都合である。

ln{ ~炉十(µ—µ'） 21 (1十炉）ーv}

=ln 
(μ―μ'）切(1十炉）

V vビ(μ―μ’戸／（1＋炉）＋v

であるから，μ=μ'の近傍では

(5.9) 

9

9

,
 

9

9
 
μ

μ

 

＿

一

μ

μ

 

n

n

 

~
一
~
一

2

2

 

ヽ
｀
＇
ノ
ヽ
、

j

9
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μ
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炉

一

炉

叫
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+
2
+
2
 

e

e
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＋
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1

1
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•
‘

，
ー
•
ー
、

v

>
 

p

冗

.,u 

p

冗

.,“ -

4

-

8

 

゜

e

e

 
-
＿
 

＇

し

~-
ヽ`ノ，
 
μ
 

化
•9 

＞
 
（
 
-K 

ー

）

ー0

0

0

 

>

＝

<

 

v

v

>

 

(5.10) 

となる。

P=Oとすると (5.10) は走常プロペラのものと一

致する16）。以前j筆者が導いたものでは (5.10)の対数

特異点の部分が除外してある凡

6. 核関数 Keoめの特異性

連立積分方程式の核関数 KCMN)の中で M=Oの場

合，すなわち KCON)は M>Oの KCMN)とは形式が

異なるものであるから，特異点近傍の状態を導く方法

にもかなりの違いがある。そこで M=Oと M>Oの

場合を分けて，本節では特に K(ON)の特異点近傍の

状態を求めることにする。

K(ON)は (3.7), (4.4), (4.5)および (5.6)より

1 

KCON)=2年＇＼ー 1ふCe){F(E;μ, μ') 

e⑲'（e’与） （が＋1) そI
- 16冗マ1+μ2ln:｝咋'+]CON)

ただし
1 

jCON)=2年＇＼ー 1心 (5'）{J(E;μ,μ'）

(6.1) 

(229) 
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＋ 
e紐 '(6'ーで＇） （が＋1) が

16冗 J 1十炉 2 In―}咋'
のように表わされる。

いまあらたに

1 

一
＼ 

g1,N(Y)＝砂）e知 '(C'-5)
ー1

中—-V廷’e:；い｝咋'
1 

一
＼ 

g2,N(Y)＝ふ(e)e加'(e’-f)
ー1

1 

x 7召合）吐”de 

1 
～ 

ga,N(Y)＝＼ AN(e)e知'(E'-e)
ー1

x In I,/ぼ一評＋Y2+e互 Ide

で虚義される関数を用いることにし，

y2= — 
4(μ―μ') 2 
て'2(1十炉）

と磁くと， j（ON)は

J(ON)＝一
μて 2g1,N(Y)
8 , …一心{(μ―μ'）2 

(6.2) 

(6.3) 

(6.4) 

i4Pg2,N(Y), (p吐 1)03,N(Y)
―了'(1十炉） 十 ~} (6.5) 

で与えられる。

Multhoppl9)および Laschka2o)の方法を用いると，

J(ON)の特異点 Y=Oの近傍における状態を導くこと

ができる。 Y=Oのときふ＝0であるから， g1,N直2,N,

g3,Nの Y=Oの近傍における状態は (6.3)で e=O

と低いたもののそれと同形である見

ふr(e')eiw'e'を e'について Taylor展開して

ふ終')eiパ'=な(0)+e'{i(J)’iN(O) ＋iN'（O) ｝ 

炉 d2
+----（ふre紐 'qI +・・・・・・ (6.6) 
2 de'2 

e'=O 

のように表わし，これを Yl,N,Y2,Nに代入して積分を

行なう。

Yl,Nは Y=Oで有限値をとるので，まず

如，N＝g1,N(Y)-g1,N(O)
1 

=＼ ｛i畷 ')ei戎 '-iN(-E'）e-i(J)’E'｝

゜
x{l- :’ 予＋Yi}咋'(6.7) 

と書き，これに (6.6)を代入すると

(230) 

如，N：：：2{i心 (0)＋屈(0)}

ふ'{1-7翌＿＿ 
゜
包十Y2}咋'+•…•• 

：：：一{i(1)’AN(O)+lぷ(0)}Y2 ln Y+…（6.8) 

となる。

゜g1,N (O) =2~ A畷 ')eiw'噴'
ー1

1 

=2~ AN(-e')e-iパ 'de'(6.9)

゜であるから， g1,N(Y)の Y=Oの近傍における状態は

g1,N(Y)：：：g1,N(O) -{i(1)’AN(O) +lN'(O)} Y2ln Y+… 
(6.10) 

のように表わされる。

]o(x), Ho（エ）をそれぞれ Besselおよび Struveの

関数とすると

2 ¥l e-i(JJ’e’ 

冗 OV1-:” 
---=-----¥ ~de'=]o((1)’)-iHo((1)’) ＝ T。 ((1)’)

の公式がある。これを利用すると

g1,o(O) =2~ 
1 (l+e')e-iw'e' 

゜
“二;92~

de’ 

＝冗{T。(w')+iT。'(w')}
1 (1ー的）e-iw'e'

如(0)=2~"~de'
゜＝冗{T。(w')+ T。”(w')}
1 

g1,2(0) =2~ 
（ど'-的）e-iw'e'

--

V1-:92 dど'

゜＝伝{T。'（w')+T。”'（w')}
如 (0)=2~ 

1 （包ー的）e-iw'E'
=2 d5' む―592_

゜＝一冗{T。”(w')+ T<iv)(w') } 
のように表わされる。ただし

d 
T。'（孤）＝ To(w'), 

dw' 

d2 
T。”((J)’)＝ T。 ((J)’), …•••

d(J)’2 

である。］。（x）,H心）の高階導関数の数値は

]o'(x)=-J心），
1 

]。”(の)＝-Jo(x)＋-］l（エ）

” 
1 

j。”'（X)＝砂（x)+(1-土）]i(x),

JCiv)(x) =(1-~)Jo(x)-（：一塁）J心）

(6.11) 

(6.12) 



2 
H。'（X)＝--H心），

冗

1 
H。”(x)= -Ho (x) +~H心）

X 

2, 1 
H。”’(X)＝--+-H心）＋（ 2 冗 ¼Ho(x) +(1-~)H1(x), 

2 1 
H。(iv)(X)＝--＋（1--3 冗 x x2)H。(x)

-(土-i)
X x3 

H1(x) 

の公式を利用して計算するとよい。

(6.13) 

g2,Nは Y=Oに特異点をもつ閲数で， この特異性

は !;'=0の近傍の積分の中に含まれる。 したがって

g2,Nの Y=Oの近傍の状態は

c 

g2,N(Y)：：：：：：：＼ 
1 
心92+Y2―［ふr(O)+<;'{i(J)’AN(O) 
-c 

+iぷ(0)}+ ·…••] d5'：：：：：：：―2入N(O)lnY+…… 

(6.14) 

である。

Y3,Nの Y=Oの近傍における状態は (5.9)の関係

を利用すると容易に導かれる。

1 

侭 N(Y)＝¥i尋 ')eiw'e'lnI ✓ 包十 Y2 +5’ld5' 

゜1 
＋＼心(-!;')e-iパ'In\ ✓ 的十 Y2-5'ld5'

゜1 
＝＼囚(!;')eiパ '-iN（予＇） e-iW'5'｝lnl和 2+Y2 

゜ 1 

+5’|d5'+2¥な (-5'）e-iU)’e'・InY 

゜であるから，

gs,N(Y) ::::'.g1,N(O)・lnY+…… (6.15) 

となる。

(6.10), (6.14)および (6.15)を (6.5)に適用す

ると，μ=μ'の近傍における］（ON)の状態は

μて
j(ON) ::::——-.;1+µ2[ 2g1,N(O) 

8 (μ―μ')2 

＋ 
(p吐 1)石92釦，N(O)-8えN'(O)+i4p石'AN(O)

~'2 (1十炉）

x ln Iμ―μ'1]＋・・・・・・ （6.16) 

のように表わされる。

j(ON)の特異性が K(ON)の特異性になるのであるか

ら， KCON)はμ=μ'に 2位の極と対数特異点をもっ

ことがわかる。
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7. 核関数 K(Mめの特異性

K(MN)のμ=μ'における特異性は (3.7)のe=o

の近傍における積分に由来するものであるから，μ=

μ'の近傍における KCMN)の状態を求めるには

KCMN)=:::'.:2年＇＼知 ce){KCM)(o,刀）
-e 

十畑K(M-1)(0，刀）｝de (7.1) 

を計算すれば足りる。ただし eは正の小さな数とす

る。

さらに (7.1)の右辺の被積分関数の中では， KCM),

K(M-1）の中の m に関する総和のうち， m=Oの項に

のみ特異性が合まれるので，この項だけを取上げて

(7.1)の積分を行なう。 この場合も K(ON)のときと

同じにミ＝0と低いても結果に変わりはないから， E

=-5'r'/2とする。

(4.9)より

KCIN)~_]!:.五’ ✓-1+µ92\e
8 1十炉

ふ•(5' ）
-e 

x{ μμ'+cosE 
(E吐炉十μ'2-2μμ'cos E) a;2 

-3(μE-μ’sinE) （UE-μsinE) 

(E→+μ92-2μμ’cos即 I2} d5' 
である。これをさらに簡略にし，（6.4)で定義した

Yを用いて書き改めると

KCIN)＝一豆 1 { l+μ'2 
8 そ12(1十炉）3/2 y 1十炉

x¥e i疇） 8（1+μμ'）-5'2石92

-c ｛炉＋m）3/2

m(6:92そ”一:94石'4/12)
＋炉＋m）5/2}咋' (7.2) 

である。

ふ終')を Taylor展開して

1 1 
知 (5'）＝ぶ(O) ＋ー入N' （O)•5'+-iN”(O) 包＋・・・

2 6 

(7.3) 

のように表わし，これを (7.2)に代入して 5'に関す

る積分を行なうと，（7.3)の:'の奇数次の項は 0に

なるから

2 
K(IN)=―-

似N(O) 1, 2μ 

パ了五□＝＂＋ t(1＋砂
X { (1十が）えN"(Q) /6＿石2な (0)/8} ln Y 

h石{1＋炉N(O), μ -- ------

2(μ―μ') 2 
＋ 
そ（1+炉）3/2

(231) 
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X { (1十炉）えN11(0)/3-7f2-<N(O)/4}lnlμ―μ'I 
(7.4) 

となる。

M>lのときは (4.7)を (7.1)に適用し，部分積

分を行なうと

K<2N)'.:::'.2尋（汀‘ータ'(e')
x {K(1)（0,7/) +iwK(O，刀）｝d5'

て
2,.• 

K(3N)'.:::'.2年＇（ー）＼知 '(e’)
て'
ー・

x {K(1)（0，7/) +iwK(O,り)｝d5'

(7.5) 

となるから，μ=μ'の近傍の状態は K(1N)の場合と

同様にすれば求められる。その結果は

K(2N)：：：：：：― 
石 v'f+,ufA.N1 (0), μ 

＋ 
2(μ―μ')2 石(1十炉）3/2

X {(1+μりA.N111(0)/3ーそ2).N'(0)/4}lnlμ―μ'I (7.6) 

K<3N) 店り戸iN”（り h 
：：：：：：―＋  

2(μ―μ')2 I i(l十炉）3/2

X { (1+μりAN(iv)(O)／3一T2ぇN"(0)/4}In Jμ―μ'I 
(7. 7) 

である。

Ao'(~) ＝一
Ao(e) 

1ーが'

2e-1 
lo"(e) =~lo'(~) 

1ーが

3 2e-1 入。”'（e) ＝—{~io"(e) + io'(e) 
2 1一さ (1ーが）2}
3 2e-1 

秘 iv)（e)＝-｛ io’”(e) 
2 l 1一ざ

2さー25+3 4e 
+ （1ーが）2 入。”(5)＋(1ーが）8扉）｝

E 
ふ’(E)＝一 ふ”(e)＝ 1 〉 (7.8)J 1一さ' (1一さ）3/2'

ふ”’(e)＝
3e 

(1ーが）5/2'

3 
ふ(iv)(e) = ~ + 15が

(1ーが）5/2'(1-ざ）7/2

i2(e)＝eil(e)，が（e)＝ふ(5)＋eふ(e)

が'(e)＝2k'（e) ＋む1”(e)，
ぇ2"'Ce)=3ふ”(e)＋5ふ'”(e)

ぇ2(iv)（e)＝4ふ'”(e)＋ek.(iv)（e) 

である。 23伶）以下の逐次導関数は

な (e)＝EiN-l(E)

の関係に i2(e)の場合を適用すると容易に求められ

る。

(7.8)で e=Oとすると

(232) 

lo(O)=l ..<2(0) =0' 

屈 (0)=-1, ふ'(0)=1, 

入。”(0)=1, 12''(0) =0, 

-<o"'(0) = -3, ぇ2"'(0)=3' 
入。(lv)(O)＝9, え2<iv)(0) =0, 

〉(7.9)
ふ(0)=1, ぇs(O)=0, 

ふ'(O)=0, ).3'(0) =0' 

ふ’'（0)=1, 入s"(O) =2, 

ふ”'（0)=0, Ja"'(0) =0, 

ふ(iv)(0) =3, え3Civ)(0) = 12, 

となる。

8. 積分方程式の連立一次方程式への変換

これまでの結果を利用すれば，連立積分方程式(3.4)

を連立一次方程式に変換することは容易なことで，揚

力線ないしは揚力面理論において在来行なわれてきた

方法を踏襲するだけのことであるが，今後の計算の便

宜を計って一応記載する。

(3.4)の記号を改めて書くと

a（二。［〗＇。い(N二’))K(MN）勾’, （8.1) 
である。ただし

a<O)= 
Wo(0,の
W* 

1 
a(M)＝ ． 
W* 
{wo(M)＋1OWo(M-1)}， (Mキ0)l (8.2) 

とする。

K(MN)は刀＝1)'に2位の極をもつ関数であるから，

"j{<MN)＝（刀一刀')2K<MN) (8. 3) 

のように置く。さらに K<MN)は一般に刀＝1)'に対数

特異点をもつので

"j{<MN) =K<MN) + J<MN) (1J-1J') 2 ln|刀一刀'I

(8.4) 

のように書き，刀→刀’における K(MN)を

lim K<MN)=S<MN) (8.5) 
刀→刀'

で表わすことにする。ただし K(MN)が対数特異点を

もたないときは， J(MN)=Oとする。

いま刀，がと

7J=cos <p, 7J'=cos <p' (8.6) 

の関係にある新しい変数 <p,<p'を導入し， Manglerand 

Spencer21)にならって



A(N)（刀')K_(MN)=A(N)（刀）[(MN)
sin<p' 

sin<p 

x （刀一刀')2In l7J-ガ|＋RMN)（刀，刀') (8. 7) 

ただし

]?(MN)（刀，刀')=A(N)（ガ）j(cMN)

-A(N)（刀）[(MN)
sin<p' 

sin <p 
（刀一刀')2In I刀ー1J'I (8. 8) 

のように書くと， ]?(MN)（刀，刀')は刀＝がの近傍では

]?(MN) (1)，刀’）：：：：A(N)（刀')K<MN) (8.9) 

であるから，刀＝刀＇に特異点をもたない。

最小二乗法の内挿式を用いて

2 伽

]?(MN)（刀，刀')＝~ R/MN)(<p） 
m+1j=1 

” x ~sink<pj sink<p' （8.10) 
k=1 

と置く。ただし

<pj=j冗／（m+l), R/MN)(<p）＝]?MN) (<p, <pj) 

(8.11) 

とする。

(8.3), (8.7), (8.10)を (8.1)に適用すると

1 n::_1 1.  ， 
a(M)＝--—こ A(N) （刀） I（MN)

Sill <p 

2T N=0 ＼ー1sin<p 

1'1l,—1 2 飢

xln|り一刀’Id刀'――ーこ―--~ R/MN)(<p) 
2冗 N=om+1j=1 

”?, 
1 

x I: sink<pj 
sink<p' 

k=1 ＼ー1（T)ーガ）"idTJ'
(8.12) 

である。

4 
1 

―¥sin<p’ln IT/一TJ'ldTJ'=cos2<p十ln4 
冗ー1

の公式がある。また

刊 sinkcp'd1)’=上¥Tsincp’sin kcp'2dcp' 
冗ー1(1)-1)')2 冗。 (coscp'-cos cp) 

の発散積分は部分積分して Cauchyの主値をとると

1.  汀 Slnk外d1)’=-Ksinkcp 
冗ー1(1)ー 1)')2 smcp 

となる。 ]?(-MN)が cp'の連続関数であるから，この計

算を行なってもあまり精度は悪くならない。

よって
1 1 飢

b=~f1sink叫
sin kcp' 
d1J' 

冗(m+l)~l ー1 (1)-1)')2 

1 _'111, 

＝一
2 (m + 1) sin cp ~1 

I: k{cos k(cp;-cp) 

13 

-cos k(cpJ+cp)} (8.13) 

となる。

叩 m cos(m+l)の一 (m+l)cosmの＋1
~ k cos kx= 
k=1 2(cosの一1)

(8.14) 

の公式があるから

<p=<pu= IJ冗／（m+l) (8.15) 

とすると

1 
b=-
4(m+l) sin<pu 

[m(-1)E-（m+1)cos{（j-IJ）冗ー(<pJー蛉｝＋1
X 

cos(Pjー蛉ー1

m(-l)J+u—(m + l)cos{ (j＋ン）冗ー (<pj+<py)｝＋1

COS (<pJ+<pu) -1 

である。

よって， jキッのとき

1 -（-1) j —u b= sm<pj 
2 (m + 1) (cos <pu-cos <pJ) 2' 

がキj (8.16) 

となる。

j＝ンのときは

1 ~ 
b=-
2(m+l) sin<pu ~1 

I: k (1-cos 2 k<pu) 

m+l.  
＝一
4 si 
'J.i=J 

sm'P~ 
(8.17) 

となる。

したがって bは Multhopp行列如， b,j22)と

b= -b”1,1=j 

b=buj，注j} 
(8.18) 

の関係にある。

この記号を用いると，（8.12)は

1”ー1 1 
a(M)(cpu)= —ー I: A (N)(cp.) J(MN) 

8 N=0 sm cp0 

”ー1 m 
X (cos 2 cp.-ln 4) - I; I: R/MN) (cp0)bvJ 

N=O j=l 

'11,—1 
＋区 R/MN)（作）如 (8.19)
N=O 

と書かれる。

a(M)（<pv) =avM'A<N)伽）＝AvN,

R/MN)(<pv) =Rvj(MN) 

-1 
IUMN= （cos 2 <pv-ln 4).[(MN) 
8 sin<pu 

の記号を用いると，（8.19)は

l (8.20) 
(233) 
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n=l 
a汽＝~ (AvNfvMN+RどN如）
N=O 

'11,—1 m 
-E E Rり％,j
N=O J=l 

(8. 21) 

のように表わされる。 これが積分方程式 (8.1)を連

立一次方程式に変換したものである。

(8.8)および (8.5), (8.9) より Rゲ， RリりNは

l 
sin <pJ 尼ゲ＝A1NKCMN)(<pパ9<pJ)-A,N JCMN) 
sin<pu 

x (cos <p,-cos <pJ) 2 ln !cos <p,-cos<pJI 

虎N=A,NSCMN)

で与えられる。

(8. 22) 

(8.21) を解いて A” を求めることが今後の課題

である。本文では (8.21)の N に閃する総和につい

ては， n-1=3の場合までの諸式が導かれているが，

実際問題としてはこの程度の項数で十分な精度が得ら

れるであろう。
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