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Analysis of Frictional Vibrations 

By 

Ken'ichi Tanaka 

This paper presents a theoretical analysis of the vibrations caused by dry friction known as 

stick-slip phenomena or frictional vibrations. In this analysis, the equations are set up on the 

basis of certain known experimental features of the frictional force between two solid bodies and 

moreover the averaging method of Kryloff and Bogoliuboff in the autonomous and non-autonomous 

systems is applied to a suitably transformed set of the equations. 

1. はじめに

機械系における著明な自励振動として知られている

摩擦振動の解析はいままで多くの人々により行なわれ

ているが（たとえば文献 1),2)），未解決の問題も多

く残っているようである。著者は静摩擦と動摩擦を

同時に解析的に表現し，これに非線型振動に関する

Kryloff-Bogoliuboffの平均法3)4) を適用し， 比較的見

通しのよい 1自由度自律系の摩擦振動の解析を試み

た。また，ほとんど解析が行なわれていないと思われ

る摩擦振動系に強制外力の作用するいわゆる非自律系

に拡張してみたので，これらの結果について述べる。
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2. 解析の基礎

2.1 自律系 (autonomoussystem) 

いま，質量mが一端固定のばね（ばね定数 k)で支

持され，ささえ台の平面上を摺動し得るとし，そのさ

さえ台が一定速度 Vで移動するものとすれば

mえ十kx=F(V-x) ……（1.1) 

の運動方程式が成立っl)＊＊ （図 1)。ここで，工は変位

F(U)は相対速度 U に依存する摩擦力を表わす。

実験結果から，この摩擦力は静摩擦力と動摩擦力が

連続している図 2のような特性を示す場合が多いの
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図 1 1自由度摩擦振動系
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図 2 摩擦特性

＊共通工学部原稿受付昭和45年 9月2日

** x=d紐／dt2,か＝dx/dt,tは時間を表わす。

(251) 
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で，近似的に実解析関数

aー1'lYl,
F(U)＝---+ I: an[乃…•••(1.2)

U'~o 

で表わす。ただし， mは正整数， a-1,a'11,は実験値よ

り得られる定数である。いま，定性的な検討を行なう

に止めるためいの項までとって

aー1
F(U) =--—+ao+a1U +a2び十a8び…(1.3)u 

で表わす。

(1.3)式の関係を （1.1) 式に代入し， k/m=(J)2, 

(J)t＝てを用いて基準化すると

ぷ＇＋エ＝一
bー1
+bo+b1(vーエ'+切(v-x')2

v-x' 
））  

＋如(v-x')8......(1.4) 

となる＊。 ただし， bー1=aー1/kw, bJ=aJ・叫／k,

(j=O, 1, 2, 3), v=V/(J)である。

いま，つりあい点を X。とし， x=Xo+Xとおい

て (1.4)式をかきかえて，整理すると

X"+X=-
cー1
v-X' 
+C1X'+C2か＋CsX'8

・・・・・・(1.5)

となる＊＊。ただし，Cー1=bー1,C1= -(b叶 2vb叶 2v珈），

C2=b叶 3vb3,C3=-b3である。

まず，つりあい点の安定性について述べる。 Y=X'

とおくと

dY/dて＝Y'=-X-f-ふ＋C1Y+C2Y2+CaY3 
・・・・・・(1.6)

が得られ，これより

y, -X-
Cー1
v-Y 
+C1Y +C2四＋CaY8

＝ X'y  
・・・(1.7)

が成立つ。つりあい点は(1.7)式で特異点 X=O,Y=O 

を示すことになるから，これより

p=-（叫＋匹~IX,Y=O +*IX,Y=O) 

=-(c1一号） ・・・・・・(1.8)

ax11 aY'I ax1 I aY' 
q＝冠い。． ayい。ー研し，Y=O.＿冦X,Y=O=l

・・・・・・(1.9)

R＝が一4q=(C1一号）2_4 •… ••(1.10) 

＊ぉ”=d紐／d孔 x'=dx/dて

** X"=d収／d孔 X'=dX/dて

(252) 

したがって， リアプ／フの安定判別式は

s吐Ps+q=O .・・・・・(1.11)

となり，つりあい点は XY一位相平面上で

-2こC1---
Cー1
v2 安定結節点

Cー1
0>C1---＞-2安定渦状点

v2 

C-1 
2>Cl-->O 

v2 

・・・・・・(1.12)

不安定渦状点

Cl 
C-1 
v2‘  ?::2 不安定結節点

となる見

つぎに，平均法により， この解を X=p sin 0, 

X'=pcosOで表わすと

dp l 加
p'=—=—\ （一 cー1 ＋ dて 2冗 o¥ v-pcos 0 

C1pcosO 

+c炒cos2o+c心 cos30)cos O dO 

l V C1 
=Cー1(-- ）
p p“悦ーP2 2 

+―p 

3 
+-C砂，
8 

d0 1 加
O'＝ー＝1-一＼ （一 Cー1dr2冗pJo¥ v-pcos0 

+C1pcos0 

+c呵cos坊＋C砂cos80)sin0d0=1 

(v>p) 

となる。

(1.13) 

(1.13)式の第 1式を 0とおいて，これから pの正

根を求めると，それが存在する場合， 1個または2個

求まる。 これから， XY—位相平面上のリミット・サイ

クルは 1個または 2個存在することがわかる。その安

定性については，

立 IP=Po=-Cー1巳＋ v（2が一叫） ｝ 
dp p=Po po2 州 (v2＿州）3/2

C1. 9 
+—+--C3州<O2. 8 

・・・・・・(1.14)

ならば，安定であり，周期解は軌道安定である。 poは

前述の正根の値を示し， リミット・サイクルの平均半

径を与える。

この解析によると付着すべり運動を含めた摩擦振動

がささえ台速度の全域にわたり統一的に扱われること

になる。また，（1.13)に示される Pは実解析関数で，

v>pの範囲で p'は連続であるから， Lipschitz条件を

満たし，解の一意性が成立する。

さらに， XY—平面上の v>p で， p が V に十分に



近い位置では軌道は常に内側に向っており， v>pの

領域で必らず安定リミット・サイクルまたは安定つり

あい点に収束する。

2.2 非自律系 (Non-autonomoussystem) 

図1の質量 mの運動方向に， それに調和振動の外

力が加わるとすれば

mx+kx=F(V-x) +K  sin 以••…•(2.1)

が成立つ。ここに， Kは外力の大きさ， l,iは外力の円

振動数を表わす。

前と同様な整珂をすれば (1.5)式と同型の式

Cー1
X"+X=----—+C1X'+Cふ＋C3X'3

v-x 

+FosinQて ・・・・・・(2.2)

が得られる。ただし， Fo=K/k,D=l.i/(J)である。

強制外力の大きさは小さいとすると，共振は Q=,=l

でおきる。そこで，

()＝9て十¢ ・・・・・・(2.3)

Q=l+a ・・・・・・(2.4) 

とすると，（2.2)の非自律系方程式は，平掏法を前と

同様に施すことにより，次式のような自律系に変換さ

れる。ここで， aは外力の円振動数と系の固有円振動

数のずれ (detuning)を表わす。

p'=*=C-い- V)  dて p pVv2-p2 

C1. 3 +―p+--C而ー一一
F。

2 8 2 
sin<p ・・・(2.5)

d<p f, Fo 
¢’=石=-（(J十尋cos<p)

(v>p) 

(2.5)式の両式を 0とおいて，この両式から¢を消

去すれば

｛い(l_ V)+  clp+ 3 0p3 2 
p p./況-p22 8}  

+a2炉＝
F。2
4 

・・・・・・(2.6)

となる。この (2.6)式は（2.5)式のつりあい点を満

足する条件式で，これより正根 Prを求めれば，その

値が原方程式の共振周期解の平詢振幅の近似を与え

る。また，（2.5)式を 0とおいた式に Prを代入した

ときの¢の値 ¢rは，平均位相の近似を与える。す

なわち，

X (1:)司Prsin（年＋侶） ・・・・・・(2.7)

3 

となる。

この場合，外力の円振動数 l,/が振動系の固有振動数

(l)に十分近いので，この外力の振動周期に引きこまれ

て (bepulled in)，共振をおこしたことになる。

つぎに，この g の安定性を検討しよう。前と同様

にして，

P*=-(望|＋砂'|)
ap [P=Pr'a<jJ IP=Pr 

= -{-C-1• V 3 +c1+fc炉｝(v2＿炉）い 2

・・・・・・(2.8)

q*＝*I ・叫 —？邑1 ．砂~Iop IP=Pr O<p IP=Pr O<p ]P=Pr up Jp~pr 

=[-cー1い＋ V（2p圧） ｝＋， 
炉炉(v2＿炉）3/2J'2 

＋ ， 叫］・互sin 炉＋芦—←8 -ui • J 2pr ----'・'- Pr4 

x {1+V(3炉ー2vり＿四2p戎ーvり
(V2＿炉）3／2 （叫ー炉）2｝ 

Cー1・C1 v.  3 
2 (v2＿炉）3/2'8

+-C-1•C3 

x {2+V(2況ー炉）｝ 四 27 
(v2＿炉）312)'4'64

+--+--C32が

3,...,... n.  n (p* ¥ 2 (s* ¥ 2 
+ 4 C叫戸＝（ 2）-（-:) ＋a2 

・・・・・・(2.9)

R*= P*2-4q*=s*2-4a2 …… •(2.10) 

ただし，

2Cー1(,, v(3p戎ー2vり 3 s*=~{1+~（悦ーが） 3／2}- 4C叫
である。

したがって， リアプノフの判別式

s2+ P*s+q*=O 

より

P*>O, q*>O, I竺l司al 安定結節点
2 

P*>O, I s* 2 |＜|aI 安定渦状点

・・・・・・(2.11)

P*<O, q* > 0, If/;,, I a I不安定結節点｝…（2.12)
2 

P*<O, I s* 
2 
<lal不安定渦状点

q*<O 鞍形点

(253) 
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が得られる＊。 の内部に向って横切る場合や外部に向って横切る場合

さらに，連立方程式 (2.5)の周期解について考察す が存在し得る。この場合は 5刀ー平面上でリミット・サ

る。いま， ~=psin <p，1J=p cos <fi とおいて（2.5)式 イクルが存在し， これから (2.13) 式， したがって

を直角座標に変換すれば (2.5)式に周期解の存在することが導かれる。ここで，

5'＝竺＝Cー1{ュー 軌道が 2個の閉曲線を環状領域の内側に向ってそれぞ

dて ざ十刀2 1 れ横切る場合には安定周期解，外側に向って横切る場

e v }， + : 
―（色が） ●…-（さ＋が） 2 

3 F。
+--C3（ざ＋が）5-一一ー(l1J

合には不安定周期解が存在することになる。

この安定周期解が存在する場合には，原方程式には

Van der Pol方程式に現われるものと類似の概周期解
8 2 

が＝立＝Cー1{1J 
・・・(2.13) (almost periodic solution)が存在し

dて が十1J2

1J V 
―（が＋が）・是炉ー（さ十が）｝＋

3 
+--C3（ざ＋が）1j十65
8 

但＞ざ＋が）

これより，

出
2 

旋’初’v
--＋ー＝ーCー1ae 初 {v←（ざ＋が）｝8/2

3 
+C1+--C3（が＋が）
2 

・・・・・・(2.14)

を得る。 (2.14)式はが＋1)匡炉の大きさによって符

号が変り得るから， Bendixsonの定理＊＊によって，

(2.5)式に周期解存在の可能性が残ることになる。実

際，釣—平面上でつりあい点を囲む閉曲線を考え，っ

ぎに，この閉曲線を囲むこれより大きい閉曲線を考え

ると， 2個の閉曲線に囲まれる環状領域が得られるが

(2.13)式に従っていま適当な条件のもとにこの 2個

の閉曲線を設定すれば，この環状領域につりあい点が

なく軌道がこれら 2個の閉曲線のおのおのを環状領域

* (2.6)式の正根は v:;}pの領域で， Van der Pol 
方程式と類似に， 1個， 2個または 3個求まる。こ

の場合，この 3個は鞍形点；安定結節点または安

定渦状点；不安定結節点または不安定渦状点であ

り，鞍形点が単独に存在することはない。また，

p号の領域では，実用上 l2va/Fol~l で， Cー1
V 

C13  F。+―v+½c田＋—sin/3>0, {3 =cos-1［竺：の
2 8 2 F。1
とき 1個の安定結節点が存在すると考えてさしつ

Cー1かえない。 また， 同様に， 他は同じ条件で一一
V 

C13  F +―V+-C田ーニsin{3>0,なら， 1個の鞍形
2 8 2 

点が存在すると考えてよい。
** oP(x, y)／如十aQ(x,y)/oyの符号が一定である
ょうな領域内には dx/dて＝P(x,y), dy/dて

=Q（お，y）の閉軌道は存在しない。

(254) 

X（て）号s（て）sin(Qて十釦（て））……（2.15)

が成立つ。 ここで Ps,釦は (2.13)式より導かれる

p, ¢の安定周期解である。 Ps,かの周期はほぼ 2冗／1(JI
である。なお，自律系と同様にして，解の一意性の成

立つことがわかる。 さらに， 自律系と同様， v>pで

Pが Vに十分近い位置の軌道は常に内側を向き v>p

の範囲内に収束する。

3. 計算例

3.1 自律系＊＊＊

図3(a), (b)はささえ台速度 V による摩擦特性

f(v)を与えて，その時の (1.12)式によるつりあい点

の判別および(1.13)式によるリミット・サイクルの平

均半径poの計算と，それに関する(1.14)式による安定

性の吟味を行なった結果を図示したものである。図の

中の s.l.c.は安定リミット・サイクル， u.l.c.は不安定

リミット・サイクル， s.f.p.は安定渦状点， u.f.p.は

不安定渦状点を示す。同図におけるリミット・サイク

ルの平均半径 poの値が，連続な 1本の曲線として示

されていることが本解析の特徴である。 V を固定のと

き，（a) の u.f.p. の近傍を発した XY—位相平面上の

軌道はうず巻き状に生長して s.l.c.の半径 poの円に

内側から収束する。また， v>pの範囲で，半径 poの

円のわずか外側を発した軌道も外側よりこの円にうず

巻き状に収束する。 s.f.p.のところでは v>pの範囲

で，いかなる位置を発した軌道もすべてこの s.f.p.vこ

うず巻状に収束する。 (b)でも， u.f.p.の近傍を発し

た軌道や s.l.c.の外側を発した軌道， s.f.p.に収束す

る軌道の状態は (a)と同様である。しかし，図中破線

で示される u.l.c.の外側近傍を発した軌道は外側に向

ってはうず巻き状に s.l.c.の内側からこれに収束し，

u.l.c.の内側近傍を発した軌道は内側に向って s.f.p.

＊＊＊以下の計算では mえ十kx=F(V-x) から X"

+X=f(v-X’)が得られるとする。
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図 3 自律系における f(v)-v, po-vの関係
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図 4 他律系における Pr,a, Foの関係

(255) 



6
 

f̀ I l'’= I --．_ --0. 4じ十
V 

0. 0000004じJ

r=550a=O. 05 F0= 10 
ら
ぐ
'

: 
v=30011=0. 051'、0=10T500 

T/ -500 

,1ミ
I,1"こ=+ 1 

500 T/ 

-500 

¥a) (a') 

11=450 a= 0. 05 J心＝10

：： 
, 500 

-500 

。
ーl-

") 
L‘ 5
 。゚ミ

ー

――
 g
 
0

-
o

-

7
 

＼
 

•
9
r

グ
ー
ー
1
9
9
1
1

ー1ー
ー1

-l 

／
 

．．
． 4
 。。
0

,

＇/ 
／
 

。゚
0

/

 

o

/

 

／／ 

，
 

＞
 
2
 

ー

。。
゜
~
十じ8

 ゜゚
1
じ――

 ）
 
"’
 
t
 r
 

＼ ヽヽ ヽヽ ヽヽ ヽヽ ヽヽ ヽヽ ヽヽ ヽ

ー

9
1
0
1
9
1

ーーーし
。
5
 

ー

＿

// / 

¥ b) I b') 

図 5 他律系の切—平面における軌道の状態

にうず巻き状に収束する。 f(v)の特性によって (a),

(b) 2種の場合が出現することがわかる。

3.2 非自律系

図4はいずれも，たて軸に（2.6)式より求まる Pr

の値を示し，よこ軸には外力の振動数と系の固有振動

(256) 

数のずれ <Jを示す。（2的式により F〇9 <Jを与えた

ときの Prを計算して， これらの図を作成したもの

で，実線が（2.12)式による安定つりあい点，破線が

不安定つりあい点に当る。安定つりあい点は原方程式

の共振周期解を与えるものである。
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この図 4の (a), (a’)は図 3の（a)に対応するも も（a) と同様の条件 a=0.05,Fo=lOを採ると， Pr

ので，それぞれ V=550,V=300である。 (a)は安定 ＝32の位置に不安定つりあい点があり，これはu.n.p.

領域が広く，不安定領域は 6 が大きいとき g が比較 であることがわかる。 （a) と同様， eT)—平面で軌道を

的小さい範囲にある場合， 6 が小さいとき侶が前よ 追跡して得られたものが図 5(a’)である。 この図で，

り少し大きい範囲まで現われる。 半径 p与v=300の位置に s.l.c.の存在が確認され，

つぎに， 6 がかなり大きく， Foが比較的小さな場 軌道は内側からこの s.I.e.に収束する。また，図に

合の例として a=0.05, Fo=lOの場合をとり上げて は示されないが，この s.l.c.のわずか外側にも p>v

切—平面の状態を考察しよう。図 4 (a)で， Pr=95の の範囲に，領域が存在し，この領域で，任寇の位置を

位置に不安定つりあい点があり，この他にはつりあい 発した軌道は外側からこの s.l.c.に収束している。い

点は存在しない。かつ，このつりあい点は (2.12)式 ま，ここで Foを十分大きくとると，この s.l.c.は消

によると不安定渦状点 (u.f.p.）であることがわかる。 滅して， s.n.p.と s.p.が Pr=cVの位侃に現われる。

この u.f.p. の近傍を発した切—平面上の軌道はどの この周期解になるか，つりあい点になるかの限界を示

ような生長をしていくかという間題がある。 (2.13)式 したのが図 4(a’)の上方 Pr='='7300の線上に表わした

から de/dr;を求め，等傾斜法によってこの軌道の追 Foの値である。すなわち，この位置の aの値に対し

跡を行なって求めたものが図 5(a)である。この図に て，数字より大きい外力によりつりあい点になり，こ

よると図の中ほどに半径約 350の安定リミット・サイ の数字未満の大きさの外力で周期解となる。

クル (s.l.c.)の存在すること， したがって，安定周 つづいて，図 4(b), (b’)，図 5(b), (b’)の説明に移

期解が存在し，前節で述べたように原方程式には概周 ろう。これらは前述のように，図 3(b)に対応するも

期解が存在することがわかる。 そして，この u.f.p. のである。まず，図 4(b)では，安定つりあい点，不

の近傍を発した軌道は内側からこの s.I.e.に収束し， 安定つりあい点の領域が一部を除いて，図 4(a) と反

一方， v>pの範囲で（以下，断らない限りこの範囲 対になっている。この一部とは， aが小さく， Prの中

とする），この s.l.c.の外側の任意の位置を発した軌 間の範囲であり， この範囲はすべて s.p.である。前

道も，外側からこの s.I.e.に収束する模様がわかる。 と同様 a=0.05,Fo=lOの場合の検討を行なうと，

当然のことながら，前節で述べたようなつりあい点を Pr=95の位懺に安定つりあい点 (s.f.p.）が存在し，

合まない， 2個の閉曲線に囲まれた環状領域を考える 5T)—平面上の軌道の状態を示すと図 5 (b)のようにな

と，軌道は閉曲線を内側に向って横切っていてこのリ る。中間に， u.l.c.が存在し，内側でこの近傍を発し

ミット・サイクルの安定であることが示される。さら た軌道は s.f.p.に収束し，外側を発した軌道は図 5

に，図 4(a)に戻って， 6 が比較的小さい場合の検討 (a’) と同様半径がほぼ v=450である s.l.c.に収束

を行なってみよう。いま， a=0.005, Fo=4とする する。図 4(b)で pr=V=450の線上における Foの

と，つりあい点は Pr=370,310, 116の位罹にあり， 値は (a’)と同様な意味を示すものである。図 4(b)の

この順序で， 安定結節点（s.n.p.），鞍形点 (s.p.), a =0.005におけるつりあい点は Pr=370(u.n.p.), 

不安定結節点 (u.n.p.，以下これらの略字を用いる） 310 (s.p.), 116 (s.n.p.）で， u.n.p.の近傍を発した

であることがわかる。切—乎面上の図は省略するが， 軌道は内側へ向って大部分は直接， 一部は s.p.を介

u.n.p.の近傍を発した軌道は大部分は直接，一部分 して s.n.p.に収束し，外側へ向って，半径がほぼ

は s.p.を介してすべて s.n.p.に収束する。 また， v=450である s.I.e.に収束する。この s.I.e.のわず

外側を発した任意の軌道もすべて直接または s.p.を か外側の軌道は前と同様当然この s.I.e.に収束する。

介してこの s.n.p.に収束する。 この場合には，リミ 最後に，図 4(b’)では大部分，安定つりあい点の領域

ット・サイクルは存在しない。 さらに， この図 4(a) で aが小さく， Prの大きい範囲に不安定つりあい点

において， Foが十分大きくて， aが比較的小さい場 (s.p.）の領域が存在する。削同様， a=0.05, Fo=lO 

合（たとえば Fo=lOO,a=0.04)は，安定つりあい の条件では， Pr=32の位侃に安定つりあい点 (s.n.p.)

点が必らず Pr=cVの位置に存在する。 が存在し，すべての位皿を発した軌道はこの s.n.p.に

つぎに図 4(a’)の説明に移る。ここでは，ほとんど 収束する。この状況は図 5(b’)に示される。不安定領

すべての領域を不安定つりあい点が占め，安定つりあ 域に関しては，いま a=0.02Fo=llOを例にとると

い点は Pr='='7V=300の位慨にあるのみである。ここで つりあい点 Pr='='7V=700(s.n.p.), Pr=655 (s.p), 496 

(257) 
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(s.n.p.）が存在し，任意の位置を発した軌道は，大部

分は pr=496の s.n.p.に収束し，一部は Pr:=a:700の

s.n.p.に収束する。 s.p.は，ごく一部の軌道を， 2個

の s.n.p.へ分岐する役割を果している。なお，図4

(b’)において，大きな外力で <1が小さい場合（たと

えば <1=0.04,F=l40)は図4(a)と同様， Pr=そv=700

の位置に安定つりあい点が存在する。

4. むすび

実解析関数を用いて付着・すべり領域を統一的に表

現する解析によって，ささえ台速度の全城にわたる自

律系ならびに非自律系の摩擦振動の状態やその安定性

などが明らかになった。

しかし，この解析法はこの段階では定性的な吟味を

行なうに止まるので，定最的な検討は今後の研究にま

つべきであろうと思われる。

5. あとがき

本報告は著者がさきに発表した講演概要5)に加筆敷

桁したものである。最近，付着領域を合めた解析解を

得るための試みが Kleppにより報告され6)，本報告と

類似の結果を導いているが，取り扱われている摩擦の

対象が本報告と異なるようであり，また，自律系に局

限されている点も異なる。さらに，非自律系の解析に

(258) 

関しても，井上教授らにより研究発表がなされた7)が，

そこでは付着領域は含んでおらず，比較的取り扱いの

容易なすべり領域の解析に限られている。
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