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This report contains some fundamental descriptions concerning the non-linear propeller theory 

based on constant hydrodynamic pitch. 

Thickness effect is introduced in the theory. But it is proved that energy theorem, Munk's 

theorems and Moriya's theorem are conserved in the fluid field. 

We see that there is significant difference in expressions of propeller characteristics between 

lifting-line theory and lifting-surface theory. 

はしがき

筆者は前著1)において Munk の定理を中心にして

揚力線理論と揚力面理論との関係を述べ，さらに線型

理論の延長として，定ビッチ非線型理論の概略に言及

した。

その後，定ピッチ非線型理論に流体粘性の影響を入

れた広汎な計算が菅井によって行なわれ見 実験結果

との対比によって，舶用プロペラ特性の実用計算法が

ほぼ確立されたかに見える。

応用面においてこのような画期的進展が実現される

と，理論の基礎的な部分をさらに充実しておくことが

今後の発展のために望ましい。本編はこのような意図

をもって執筆したものである。

内 容

1．序論

2. 螺旋座標と Green関数

3. 渦理論による速度ボテ‘ノシャル

4. 守屋の定理と螺旋渦のビッチ

5. 粟厚を考慮した流場

6. 境界条件

7. エネルギ一定理と変位定理

8. 揚力面の積分方程式

原稿受付昭和 45年 10月 28日

＊運動性能部

9. プロペラ特性の表示式

10. 揚力面理論における最適フ゜ロペラの条件

記 号

ェ， r,e 任意点の座標

x', r',(}' 特異点分布の座標

p 流体密度

p 流体圧力

Pu, Pi 洲上下面の圧力

”=Pl-Pu 

</) 速度ポテソシャル

</J(1) 特異点が渦分布の速度ボテンシャル

(/)(2) 特異点が吹出し分布の速度ボテンシャ

Jレ

V プロペラの前進速度， プロペラの回転角速度

ro プロペラ半径

rb ボス半径

賀数

s 渦の分布する螺旋に沿って測った長さ

Sl, S2 寃前後緑の S座標

r 循環分布密度

r=『rds 被素の全循環
s1 

(1) 
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2TCh 

に

螺旋渦のピッチ

吹出し分布の強さ

a=fJ-x/h, a'=fJ'ーエ’/h

て＝e+x/h,が＝『＋ぉ’/h

てI, て2 賀前後緑のて座標

μ=r/h, μ'=r'/h 

tan s = V /(Qr) 

x=f u(fJ, r)粟上面の形状を表わす方程式

x=fi(fJ, r) 粟下面の形状を表わす方程式

x=fo(fJ, r) 翼の平均矢研面の形状を表わす方程式

tan cu=at u/(rafJ) 

tan ci=afi/(rafJ) 

tan so=afo/(rafJ) 

Co=（eu+Cl)／2 

る＝（Cu-el)／2

Wa＝⑩／紐la=a'
r=て

Wt＝⑩／（raO)la=a' 
r= r 

， 

Wa, Wa, の半径方向の平均値

戸 叩／rの半径方向の平均値

h=-
V十面a,

9+Wt/r 

h 1 
tan e1=-＝一

r μ 

孤 螺旋渦面に対する法線素片（揚力の働

く方向を正とする）

os 螺旋渦面に対する接線素片（下流の方

向を正とする）

初＝o(/J/anla=q， 螺旋上下面における a(/J／an の相

加乎均

u=o(/J/aslq=q' 

初 (2)＝祁心／onlq=q'

的＝珈噂slq_=a'

0(/J（1)IOn，砂（2）/0s は螺旋上下面で等しい値となる

W*=J(V十而a)2伍 (9＋示斤）2

=(V＋声）占平面

W*'=(V＋元）J1+μ’2

W= ✓い＋砂2

1. 序 論

元来，プロペラの流場は非線型性の著しいものであ

るが，これを非線型翼理論3) と同様な考えで流場を解

析することは繁雑に過ぎて実用に適しない。そのため

プロペラの非線型理論は一般に簡略化されたものが用

(2) 

いられるのであるが，その方法は個々の研究者によっ

て多小異なっていて，何れが良い結果を与えるかは俄

かに判断しがたい。それらは多分大同小異であろうと

思われるが，理論の発展に役立てるため，本文では前

提条件と，それに適合する仮定を定め，それに基づい

て理論を展開する。

前提条件はプロペラ翼の平面形とか，作動状態に対

して与えられることになるが，ここでは平面形につい

ては特に条件を付けない。そして，この理論の適用さ

れる作動状態は大荷重の場合を除いた実用範囲とす

る。したがって，最適作動状態がその範囲の中心にな

る。

翼素に対する流入方向を揚力線理論によって考察す

ると，流れは自由渦の誘導速度によって曲げられ，翼

素に有効な迎角は幾何学的迎角から誘導迎角を差引い

たものとなる。

ここに用いる定ピッチ非線型理論の流体モデルでは

自由渦と束縛渦の分布面を共にプロペラ揚力線の有効

迎角に沿う螺旋面上（これを有効迎角螺旋面と呼ぶこ

とにする）にとり，その螺旋面のビッチは半径方向の

平均値をとって一定とする。

プロペラの最適作動では shockfree entryを条件と

しているので，翼素に対する流入方向は翼弦に平行で

（迎角が 0)，揚力は camberのみによって発生される。

さらにこの作動状態ではエネルギー損失が極小である

から， Munkの定理と Betzの条件により，有効迎角

螺旋面は半径方向に一定ビッチとなる。

したがって，最適作動の場合，ここで用いる定ピッ

チ非線型プロペラ理論の流体モデルは束縛渦の位置が

camberの量だけずれている外は，直進翼の非線型理

論に普通用いられる流体モデルとほぽ同等の正確さを

もったものとみなすことができる。

この流体モデルが束縛渦を自由渦と同じ螺旋面上に

おくという近似を採っているので，境界条件等で同程

度の近似仮定を設けて計算しても，結果の精度に変わ

りはない。

いま定ビッチ非線型揚力線の流場を A, また， こ

れより束縛渦を除いた流場を A', そして定ビッチ非

線型揚力面の流場を B で表わすことにすると，ここ

で採用する仮定は次の如くである。

（イ） A の流場には非線型理論を用いる。

（口） B-A'の流場では線型理論と同等の仮定を採用

する。

り いかなる場合にも半径方向の流速は無視する。
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これらの仮定に基づき，本文の理論では賀厚の影響

を表わすため，吹出し分布の速度ポテンシャルが加え

られている。この流場は一見複雑に見えるが，ここで

もエネルギ一定理， Munkの定理等が成り立ち，整然

とした形に表現できることは幸いである。

2. 螺旋座標と Green関数
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Fig. 2 

(2.2) 

(2. 3) 

または

fx=½（土＿i
紐 har a。)土＝~;（嘉＋~~-) } (2.4) 

の関係がある。

a =const. の面に対する法線方向の微分について考

える。法線とエ軸に平行な線とのなす角を C1とする

と (Fig.2参照）

1 μ 
sm e1=-

V1十炉'
COS el=~ 

V1十炉
(2.5) 

である。法線方向の微分演算は

a ax a ra() 0 
---=——+-----on an ax'on r加

a.  a 
= -cos el ・一—+sin el・＿aェ ra() (2.6) 

であるから，（2.4), (2.5) を (2.6) に代入すると

a 1 u.1¥a 1 1¥a 
盃＝ hVi亨{(μ+□）戸―(μー□后］

(2.7) 

が得られる。この式は a=const.の螺旋面の法線方向

微分演算を 6，てを介して行なうときに用いる。

y
 . ---------

F/-----
ェ・

8x 

Fig. 3 

(3) 
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次に μ=const.,(1＝const.の螺旋の線素片 dsとで

との関係を調べてみる。 Fig.3を参照すると

ds=dx cosec s1=dx ✓-心

=rd0 sec si=rd0 ✓1 十炉／µ

である。上式右辺の 1行目， 2行目の相加平均をとる

と

ds=¾ ✓ f.+µ2(d0+『）＝tJ1亨dて
(2.8) 

となる。

また螺旋に沿う微分演算は

1 

a ax a _ rao a.  a _ a -=---—+—--= sin e1一—+COS el~ 
Os Os oa: Os roo oa: roo 

1 1 a _ 1 a 
=./1+μ2（戸戸,)

であるが，（2.3)を参照すると，

a 2 a 
as h./1+μ2 西

(2.9) 

であることがわかる。

次に対称螺旋の場における Green 関数を求めてみ

る。無限領域の Green関数を円墳座標で表わしたも

のの一つとして

“おーエ’)叶r吐 r”一2rr'cos(0-0'-2m冗／l)

＝上五＼OO 四（x-x')+in(0-0'-2如／叫(IAlr)応 (IAlr')d).,
冗 n,;-:._oo J -oo 

r'>r (2.10)4) 

がある。 (2.2)によって，これを螺旋座標に変換すると

1 1 
-＝ R-h./( て一て'-n+a')2/4十炉十μ'2-2μμ'cos{(r-r'+ a-a')/2-2mtr/l} 

1 OO OO 
＝一 ~00 ~ が／2(Hn)(て一て')—i/20-”) （a-u')-i2nmir叫(IAlµ)K叩lµ')d).' μ'> μ 

穴h n~oo J-oo 
(2.11) 

である。 速度 9 で回転しながら，”軸の負の方向に一定速度

対称な l枚の螺旋面の間の場が相似である場合の V で直進しているものとする。翼厚を無視すると，フ゜

Green関係は(2.11)の m について 0より l-1まで ロペラ翼は渦面によって表わすことができる。これを

総和したもので表わされる。 束縛渦という。序論に述べたように，束縛渦とこれに

亙。 e-i2n加／z=(~ : :::~ • (k=0, 1, 2, 3, ・・・・・・）

(2.12) 
の公式を用いると，

1-1l l OO 
区ー＝ー一ど
m=o R 冗hk=-OO

x ¥OO が／2（叫）（て一,,)-i/20-lk)(a-a')
-oo 

XIlk(1川μ)K瓜IAlμ')dA, μ'>μ (2.13) 

となる。この式の k,えの代わりに一k,ーえとおく

と指数関数の変数の符号が変わるだけで，他は全く同

形の式が得られる。それと上式との相加平均をとると

圏上＝上五＼00 COSL{（i+lk) 
m=o R 冗hk=-00 — oo 2 

x（て一て')-（A-lk)(a-a')}

x lz1r,(li!μ)Kz1r,(Iえlμ')dA, μ'> μ (2.14) 

が得られる。 (2.13), (2.14)は対称螺旋の場における

Green関数である。

3. 渦理論による速度ポテンシャル

プロペラは無限流体中で，”軸の負の向きに一定角

(4) 

随伴する自由渦とを一定ピッチ (2rrh) の同一の螺旋

面上におくことにし，その循環分布密度を rとすると，
s 

速度場はこの螺旋面上に ~:/ds のポテ‘ノシャル飛躍
s1 

がある外は至る処連続である。

プロペラ賀と共に運動する座標系では流場は定常で

あるから，その速度ポテンシャルの(1) は

1 l~l rr。
炉）（エ， r,(j）＝一ェ＼ 00 a 

4冗 m=O rb dr’¥1正

x l ds’ 
V(”―”’)吐r吐戸ー2rr’cos(0-(j'-2m冗／l）

x ~:: rds" (3.1) 

のように表わされる1)。ただし (x,r, e)は任意点の

座標，（x',r', e'）は渦面上の点の座標， lはプロペラ翼

数， ro,rbはそれぞれプロペラ半径， ボス半径を意味

する。 S は螺旋に沿ってはかった長さ， s1は翼前縁の

S の座標， 6／孤’'は螺旋面に対する法線微分である。

『rdsは S点の循環で
s1 

『 rds=％—炉I'(s, r) 
s1 

(3.2) 



である。ただし (/Ju,0lは渦面上下の速度ボテンシャ

ルとする。この式より，

r 
a<[)u a<[)1 

＝一
as as 

(3.3) 

5 

である。束縛渦の外では(3.3)の右辺は零であるから，

rは翼面の外では 0になる。

(3.1)の s',s"の積分順序を交換し， rが翼面の

外で 0になることを考慮すると，

1 l-=-1 fr。 s2(X) a 
炉）（X,r, 0)＝一区＼ dr’¥ rds’¥ l ds” 

4冗m=0 rb Sl S' 盃石｛（工ー戸＋戸＋r”—2rr’cos(O-O'-2m冗／l）
(3.4) 

となる。ここで円塙座標を螺旋座標に変えると，

砂（て， u,μ)＝人圏『゜ dr'『バ1+μ'ids’¥OO]上dT'
8冗 m=0 rb sl S'amR 

(3.5) 

となる。ただし，

1 1 

瓦＝ h J(て-T’-6＋が桁―4十炉十μ”ー2μμ’cos{(て-T’+qーーが）／2-2m冗／l}
(3.6) 

である。（3.5)の a厄n’'は (2.7)のの加， a/加を

それぞれ a/aT’,a/aがで置き換え，μをμ'とした

演算を意味し， s2は翼後縁の S 座標である。

さらに積分変数 T'を T-て'=r-T' によって T

に変えると，

如）（て， a,μ)=!;圏『゜心＇『 r内＋pfids' 
8冗 m=O rb s1 

X [00 fn,-}dT 
-oo an'R 

(3.7) 

となる。この式の a;an'はのan"の中の a/aT’ を

a/aがで償き換えた演算を意味する。（3.7)の形の速

度ボテンシャルは線型理論により求められるものと同

形で，速度場の解析に好都合なことが多い。
t-ll 

(3.7)の こ ーに Green関数 (2.14)を適用し， T
m=oR 

に関する積分を行なうと，

い＝呼＋叫1)

吋＝土［ b゚dr’¥：2lrds’k＝こ00
x §00 μ’i-lk/μ'COS上

-OO 入十lk 2 

x ((A+lk)（て一て')-（J.-lk)(a-a')} 

xIlk(IA|μak瓜IJ.lμ>)d.?. (3.8) 

州＝-If,;~:: バ：：rds’ 孟1 k(μ'+ 1/ μ') 
x Ii1c(lk μ<)K i1c(lk μ>) sin lk(a -a') 

(3.9) 

となる。ただしμ>,μ<はそれぞれμ,μ'のうち大

なる方および小なる方を意味する。

て一て＇が非常に大きいとき，すなわち無限後方では

lim</J（［＝叫1)
r-r’→OO 

であるから，無限後方の速度ポテンシャル(/)~)は

叱呈2(/)や （3.10) 

によって表わされる。この辺の運算は前著に詳しく述

べてあるが，後の解説の便宜上再録した。

4. 守屋の定理5) と螺旋渦のピッチ

(3.7)に (2.9)の演算を行なって，螺旋面の接線方

向の誘導速度砂(1)/Osを求めると，

庫 1) 1l-1  r。
(]ー！兄。 Os = 4パ1:戸五。＼::dr' 

x『バ1+μ'2]上 ds’土ェ (4.1) 
Sl On’Rし(], 2 

である。これの右辺は a=(J’ に rの大きさの飛躍が

あることはポテンシャル論でよく知られている。

汎）（1）IOsのこの性質は（3.3)に示したように束縛渦に

基づくものである。渦上下面の接線方向の流速の平均

値が1)は(4.1)の右辺第 1項に等しく，

1 l-1 s2 
砂＝ 4パ 1亨王。[°bdr’¥SlrJl+μ'2-

a 1 
x ---- ds’ 
on'R la=a' 

(4.2) 

で表わされる。 (3.9)の </JVにはてが含まれないか

ら，砂に寄与するのは釘だけである。釘を S で

微分すると

砂 ＝ 年h:l1+μ2[°b dr’¥：2lrds’ふ
x ~=00 (μ'..<-lk/μ') sin上は十lk)（て一て')-00.,,., 2 

X lzk(¥入¥μ<)Kzk(¥..<¥μ>)d..< (4.3) 

となる。この式は (4.2)の 1/R に (2.14)の Green

(5) 
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関数を代入しても得られる。

揚力線理論の流体モデルは 6=6' の面上に分布す

る束縛渦を一つの動径上に集め，これを一本の渦糸で

表わしたものである。その渦糸の位置をがとすると，

である。
即）1て＝り＝0 (4.4) 

次に螺旋面の法線方向の誘導速度を求めると，

w(l)＝謹D/iJnla=a'=w1)+ wや (4.5)

w(「＝
訊）

盃 Lい，＝年h2い心［゚:dr' 

x ~:: r ds'k=~oo §:"" 

X 
(μ'2-lk/ μ')(μ2-lk/ μ) 

2+lk 

1 
x sin~(A+lk) （て一て ')I叫枷<)

2 

x知（叫＞）d2 (4.6) 

砂＝ aごIa=q'＝互h2]い『:dr' 

x 『 rds'k~ が(µ'+1/μ')(μ +l/ μ) 
s1 k=l 

X li1c(lkμ<)K瓜lkμ>) (4.7) 

である。

揚力線の場合には，（4.6)より

w(「|r=r'=0

であるから，（3.10)を参照すると，

(1) 
1 訊）

w(1)1r＝てI＝叫＝ー一f¥q=q' (4.8) 
2 an la=a' 

となる。

したがって， （4.8)は Munkの定埋 mを， また

(4.4)は守屋の定理を表わしている。守屋の定理を具

体的に述べると，

「対称プロペラの場合，揚力線の束縛渦の位置にお

いては，自由渦面の螺旋に沿う接線方向の誘導速度は

存在しない。」

この定埋はプロペラ揚力線理論の中で極わめて重要

なものであるが，空気力学の分野でプロペラ理論に対

する一般の関心が薄れようとする不運な時期に公表さ

れたため，特に参照されることもなく，また，それ以

後に発展した舶用プロペラ理論で取上げられることが

なかった。

守屋の定理は Munkの定理mと共に定ピッチ非線

型理論に重要な役割を果たすことになる。

叫1) と <I>炉の物理的性質を少し調べてみる。

(3.8), (3.9)をrで微分し, a=a' と罹くと，螺

(6) 

旋面上における半径方向誘導速度として

町 l r。 s2 OO 
畜 a=a'＝年h2¥rb dr’¥l rds’ふ

x §OO μ'i-lk/μ’ 

-oo l+lk 

1’ 
XCOSー（え十lk)（て一て')

2 

゜x--［Ilk(|i『<）A五(lllμ>)]dl
みc

砂il)
ar a=a 

(4.9) 

=0 (4.10) 

が得られる。ただしこれ等は渦上下面の相加平均を意

味する。

揚力線の場合，束縛渦上では

訊）
I 

l rO OO 

万r ：二~: =年h2¥rbl7dr’ふ
x §OO μ'i-lk/μ[ 

-oo l+lk 

a 
x--i-::[I几（松/μ<)Klk(/え似＞）］dぇ
aμ 

(4.11) 
である。

揚力線の束縛渦による半径方向の誘導速度はプロペ

ラ回転面内では 0であるから，（4.11)は自由渦の誘導

速度とみなされる。このことから揚力線の場合，プロ

ペラ回転面における自由渦の速度場は </)i1) だけで表

わされるものでないことがわかる。このことは近藤の

論文6)の定理mに述べられているし，また暉木”によ

っても指摘されている。しかし近藤の定理IVでは</)ゃ

があたかも回転面における自由渦の速度場を表わすか

の如く記述されている。線型理論の境界条件には半径

方向流速が関与しないために，あのような表現がとら

れたものと思われるが，流場に対する定理として，

「対称プロペラに対しては，揚力線の位置における

誘導速度の各成分のうち，半径方向成分以外のものは，

無限後方の自由渦の対応する位罹における誘導速度の

成分の半分に等しい。」

の様に改めた方がよい。 この定理は Munkの定理m

に相当するものであるが，さらに暗黙のうちに守屋の

定理も合まれている。守屋が螺旋の接線方向流速が 0

であることを明確に示したのは後のことであった。

以上によって，翼厚を無視した場合，自由渦の速度

場は叫1) だけによって表わされるものではないが，序

論に述べた A'の流場の吹上げは wP)で， また，



B-A' の流場の吹上げが w1)で表われることは理

解できるであろう。

非線型プロペラ理論は自由渦がそれの誘導速度によ

って変形を受けることの効果を計算に入れるものであ

るが，これを正確に計算することは繁雑である。定ビ

ッチ非線型理論は要点だけを取り上げて，最も単純化

を計ったもので，揚力線の束縛渦の位置における誘導

速度の半径方向平均値をもって自由渦の流される量と

する。

Munkの定理，守屋の定理によると，揚力線の束縛

渦の位償における軸方向流速 Wa, 回転方向流速 Wt

は

珈 1) ＼ l 匂
Wa＝戸：二：：吋芦＿＼a=a'

(4.12) 

三；lt:／口：口：／a:ロ

7 

れたことになる。

Wa, Wt/rの半径方向の平均値を Wa, Wt/rで表

わしたとき，螺旋渦のピッチを

v+wa h= ----
f2+ Wt/Y 

(4.13) 

とする。これが定ピッチ非線型理論の根本仮定であ

る。

Fig. 4を参照すると

w*=V(V+~)2出(Q＋幻―t/／r)2

=(V＋己）→ ｝ （4.14) 

w=｛V+9亨
である。仮定により流れはプロペラ翼に W*の速度

で流入する。

守屋の定理によると， Wa, と叩の合成流速は Wil)

で，それは W* と直交するから，

W*=Wcos(s1-s) (4.15) 

の関係が得られる。

5. 翼厚を考慮した流場

線型翼理論においては，束縛渦，自由渦の分布面を

r o → 
-゚

"

x

 

-r8 0 

＞
 

Or 

Fig. 4 

(7) 
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流れに平行な面上にとり，翼厚を有限と考える場合は，

同じ面上に吹出しを分布させたもので流場を表わして

いる。序論で定めた仮定により，プロペラの流場につ

いても，賀厚の導入には同じ方法を用いる。すなわち，

プロペラの流場の速度ポテンシャル </Jは（3.7）の

</J(1)に吹出し分布の速度ポテンシャル </J(2)を加えて

</J＝</J(1)+</Jc2) (5.1) 

のように表わす。ただし，

砂＝ 1包『゚ dr'『ゾds'
4冗 m=O rb Sl R 

である。 (2.14)を用いると </)(2)は，

l r。 s2 00 00 
炉）＝四＼rbdr’¥Slkds’k＝苔00＼＿00cost 

x {(A+lk)（て一て')-（1-lk)(a-o')}

X li1r,(I入lμ<)Klk(l llμ>)dA (5.3) 

と書かれる。無限後方では </)<2)=0 であるから，（3.

(5.2) 

10)により，

似＝叱）＝2</Jや（5.4)

である。

プロペラの流場には以上の他にボスを表わす吹出し

分布が加わるが，ここでは一応翼だけを考えることに

する。

炉）によって表わされる速度場の螺旋面の上下面に

おける法線方向流速は

lim 記） ＝tij(2)干上一 （5.5) 
(1ー(1’→土0On 2 

である。ここに，

紀） 1l-1 、r。 s2
曰＝ l = ~10 ~心＇＼にOn (1＝(1, 4冗 m=O rb sl 

a 1 
x¾½I(1=(1’ds'(5.6) 

であって， uj(2) は螺旋面上下の法線流速の平均値で

ある。また接線方向流速 u(2)は，

0炉） 1 l-1 r。s2

匹＝ Os (1＝(1’= 2冗hむ＋μ2五。しい
0 1 x----
Oて R

ds'(5.7)  
(1＝(1 

である。

(5.3) を用いて面(2), uC2) の表示式を求めると，

l r。 s2 OO 

戸＝年h2亭戸しむ'¥>ds’ふ00

~=00 (μJ-lk/μ) sin~ x ¥ (μJ-lk/μ) sin~(A+lk) （て一て')
—oo 2 

X Iik(I入lμ<)Klk(IJIμ>)d入 (5.8)

砂＝一 4がh2し1+μ2-［゚b心＇ぃ：:Kds'k =~00 

x ¥OO は十lk)sin ½ci+tk) （て一て')
―oo 2 

X lik(I刈μ<)Kik(lllμ>)dl (5.9) 

である。

したがって，揚力線の場合には

面(2)|r=T'＝祀）／anlu=u'=O
r=r 

砂:::::＝記）／as|。こur;=0 } 
(5.10) 

である。

束縛渦の場合と違って，翼厚を表わす吹出し分布を

一本の線上に集めることは，物理的にはその本来の意

味が失なわれることになる。しかしここでは主として

他の翼の影響について考えるのであるから，賀弦長を

無視した見方をしてもよいわけである。

- 0の
w=盃 (1＝a'=w叫初(2)1 

みP
(5.11) 

u=Ts la=a'＝砂＋u<2) J 
であるから， （4.4), (4.8), (5.4), (5.10), (5.11) 

，
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(5.12) 

みる。

Bernoulliの定理は，

p 
P=――炉＋const.

2 

である。粟の上下面の圧力および流速をそれぞれ Pu,

Pi, Vu, Viとし，揚力分布密度を”で表わすと，

II= Pi-Pu=p(vu-Vi)(vu+vi)/2 (5.13) 

である。

半径方向の流速を省略すると，（Vu+vi)/2は螺旋に

沿う渦面上下の流速の平均で W*+uに相当し，また

(3.3) により Vu-Vi は rに相当するから， （5.13) 

は， Kutta-Joukowskyの定理と同形に，

ll=p(W＊十砂）r (5.14) 

のように表わされる。これが非線型理論における循環

分布密度と揚力分布密度の関係式である。 i は W*

に比べると小さい量であるが， Hに対して 1次で影響

するので省略しないでおく。

(8) 



6. 境界条件

翼厚を考慮したときの境界条件について考えてみ

る。

定ピッチ非線型理論の流場は線型理論のそれと螺旋

渦のビッチが異なる外はほぼ同形で，粟を表わす特異

点分布は自由渦の分布する螺旋面と同一の面上にあ

り，現実の賀の位置におかれていない。このような流

体モデルに対する境界条件の表わし方は，線型理論の

場合と同様に，翼表面において成立つ境界条件を特異

点分布の位置に移し，そこで成立つものとするのがよ

い。流体モデルにはすでに自由渦の誘導速度が含まれ

ているので，境異条件ではそれを引き去って表わす必

要がある。

粟素の賀弦上の一座標点 P に対応する翼上下面上

の点における接線がプロペラ回転面とほす角度をそれ

ぞれ知，匂で表わすことにし，

co=(cu+cz)/2, e＝（和一匂）／2 (6.1) 

と書くと，翼素の上下面の境界条件は

上面： sin(co-cl十e)=sin(co-c1) cos e 

+sin S cos (co-c1)= 
-(w+-wや）

W*+u 

下面： sin(co-cl-e)=sin(co-c1) cos e 

・―(）  
-（W--W朽）

-SIn e COS Co-C1 = 
W*+u 

(6.2) 

である (Fig.4, Fig. 5参照）。ただし W十， W-はそ

， 
れぞれ螺旋渦の上下面における法線流速を意味する。

具体的には

. a(/) 0(/) 
W+＝ lim W-=  lim --

(]ー(]'→+Oon'(]ー(]’→-O on 

(6.3) 

の演算から導かれるもので，その表示式は (4.5),(5. 

5)に示す。

(6. 2)の2つの式の和の平均および差の平均を作る

と，

-(石-W炉）
sin (co-c1) = 

W*+u 

―(）  
幻／2

C COS Co-C1 = -
W*+u 

ヽ
j

ヽ`
ノ

4

5

 

．

．

 

6

6

 

（

（

 

が得られる。ただしこれ等の式ではむの 2次以上の項

は省略している。 eoは平均矢高面の接線とプロペラ

回転面のなす角，るは半翼厚の勾配に相当する。

境界条件として (6.4), (6.5) を用い，直接 r,ICを

求めることにすると，連立積分方程式を計算しなけれ

ばならないことになる。この計算は少し繁雑であるか

ら，実用計算としては， iを省略してに， rを求め，

第 2近似として (6.4), (6.5)が近似的に満足される

に， rの解を求めるようにするのがよいであろう。

(6. 2) は線型理論の考えに基づく境界条件式である

から，分母で W*に iを加えることは，全体の計算

精度の上からは不必要なことのようであるが，（5.14)

の揚力分布密度の中に aが含まれているので，理論の

一貫性を保つため，境界条件の中でもこれを残した。

Fig. 5 

7. エネルギ一定理と変位定理

非線型理論になって流体モデルが変わり，また粟厚

の影薯が加わると，それに従ってエネルギ一定理の内

容も幾分変わってくる。以下に述べる解析は，単にエ

ネルギ一定理を検証するということだけでなく，この

流体モデルに包合される物理的性質を明らかにするこ

とにも役立つであろう。

プロペラが作動しているときの推力およびトルクを

それぞれ s,Qで表わすと，プロペラが単位時間に流

体に対してなす仕事 P は，

P=QQ-VS (7.1) 

である。

粟素の摩擦抵抗を除外して，（7.1) をプロペラ翼に

働く流体力で表わしてみる。翼素に働く力としては循

環分布に基づくものと，吹出しに基づくものとがある。

前者は、（5.14) の揚力と誘導抵抗がその成分で，平均

(9) 
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で積分すると 0になるから除外する。注）矢高面の法線方向に働き（（9.15), (9.16)参照），後

者は流れの方向に抵抗として働くもので， Lagallyの

公式8) F=pにq(qは速度ベクトル）から導かれる。

この力のうち PにW*は翼弦に沿って前縁より後縁ま

これ等の力の推力およびトルクの成分を積分すると

プロペラの推力およびトルクの表示式が得られる。す

なわち，

s = lp ~:: dr ~:: r(W*+u) cos s1ds+lp ~:: dr ~:: r(w炉臼）sins1ds 

吋 °bバ：：屈sine1ds+lp ~:: dr ~::,.(w1)+面C2)) cos e1ds 
r。 s2 r。 s2

Q =lp~:: rdr ~:: r(W*+u) sin e1ds-lp~:: rdr ~:: r (w1)＋臼）cose1ds 

+lp『°rdr『屈cose1ds+lp『°rdr『k（守＋wc2))sin e1ds 
rb Js1 Jrb Js1 

である。

(7.2), (7.3)を (7.1)に代入し， ilr=Wcos e, V=W sineなることを考慮して整理すると，

P=lp ~:: dr ~:: Wr(W*+u) sin (e1-e)ds-lp立吋：:wr（ザ＋曰）cos(c:1-e)ds

吋円：21W屈 cos(e1-e)ds+lp ~:: dr『；叫（W炉戸）sin(e1 -e)ds 

となる。

守屋の定理により， Wcos(e1-e)=W*, Wsin(e1-e)=-Wi1)であるから

r。 s2 T。 s2
P= -Ip~:: dr~::r(W*+u)w?)ds-lp~:: dr~::w*r(w({＋曰）ds

+lp <:drぃ：21W*kads-lp[°bdr¥:：k（吋＋曰）w?)ds

(7.2) 

(7.3) 

=-lp〖°bdr\ss:W*（耀ー,cu)ds -lp立吋：：w叫（吋＋野））＋r（砂＋砂）｝ds (7.4) 

となる。 扱い， 2次の項を省略するということはしなかったが，

(7.4)の右辺第 1項は線型理論の場合のエネルギー 現実には (7.4)の第 2項は第 1項に比べて小さく，省

損失と同等の式である。第 2項は定ビッチ非線型の流 略しても大差ないと思われる。よってエネルギー損失

体モデル特有のもので，解析的には 0にならない。こ は第 1項のみで与えられるものとし，

れまでの解析では Wi1)は他の攪乱流速とは分けて販

r。 s2
P=-lp¥ dr¥ w*｛r（呼＋岬＋詞）一に（的＋砂）｝ds

rb s1 

と書く。

(7.5)に (4.3), (4.6), (4.7)および (5.8), (5.9)を代入すると，

P=-Pp;vぶ9a)『゚dr『:rds『゚心's2rds’ E OO :(μ'i-lk/μ)（μ'A-lk/μ'） 
乃 S1 % ＼l k=-OO¥OO A+lk 

1 
x sin ー（え十lk) （て一て')•/z1r,(I;,lμ<)K z1r,(I;, Iμ>)dA. 

2 

(7.5) 

注） p,cqの由来を線型理論によって具体的に説明す

る。 賀上下面の庄力の相加平均を bとすると，

賀弦上の一点に働く翼厚に甚づく抵抗成分は

-2砂である。るは (6.1)に示すもので，（6.5)

よりふ＝1e/(2W)である。線型理論では p=

-pWa(/)／as=-pWu であるから， F=-2sp 

=p1euとなる。 ・

(10) 
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-l4p(:1C+h『吋:dr ~:: r ds ~:: dr'~:: r ds'kい（µ＋い(µ'＋-¾,)

xIlk(lk匹）Klk(lkµ>）一匹(4V冗：ぷ］a）〖:dr ~:: r ds ~:: dr'¥：：祉s'k＝茎OO

X ~=00 (μ..<-lk/μ) sin上は十lk) （て一て')•い(|枷＜）知(1-<lµ>)d-<
—oo 2 

l初(V十面a) (r。 s2 , (r。 s2 OO OO 

- 4がh2 ＼吋叫 dr’\rds’~00 ~ い—lk/µ')sin上は十lk) （て一て')
乃 s1 Jrb Js1 k=-::_oo —oo 2 

x伍(|枷<)Klk(|ぇ|μ>)d.<

ー的(4Vぶ:a)『゚dr『K-ds『゚dr’化ds' 五 ＼OO は十lk)sin上は十lk)（て一て')
rb Js1 Jrb Js1 k=-::_oo —oo 2 

x Ilk(I入lμ<)Klk(I入lμ>)d..< (7.6) 

と書かれる。 となるので互いに消し合って，（7.6)の右辺は第 2項

(7.6)の右辺第 1項および最終項については r,sに のみが残る。以上の演算で r,r' の積分はμ=μ'を

関する積分と r',s'に関する積分順序を交換し， r, 境としてμ'<μ,μ'>μの領域で被積分関数が異なる

S とが， s'の記号を交換すると， それぞれは全く同 形をとるので， r,r' の積分順序の交換に際して

形で符号のみが異なる式となるからそれ等は 0でなけ Dirichlet変換を利用する必要がある。

ればならない。第 3項についても同様の方法で積分順 結局

序を交換すると，第 4項と同形で符号のみが異なる式

P=-l4p(:冗+h『,［°bdr 『:rds 〖: dr'~:: r ds'図叫μ十い(μ’十土）

x lik(lkμ<)K lk(lkμ>) (7. 7) 

となる。

(7.7)の右辺は線型理論のときの損失エネルギーの

表示式の V が V+面aと入れ代わっただけで他は全

く同形である。エネルギー輸送定理によって損失エネ

ルギーを求めたとすると，そのときの輸送速度は定ピ

ッチ理論の仮定によって V十面a とすべきであるか

ら，（7．7)の左辺が定ビッチ非線型理論における損失

エネルギーになることは運算を待つまでもなく明らか

である。すなわち損失エネルギーを E とすると

E=DQ-VS (7.8) 

となる。よって翼厚を有限とした定ビッチ非線型の流

場においてもエネルギ一定理は近似的に成立つ。

(4.7)を参照し， （7.7)を整理すると，

T。
P=-lp¥ w*rw『dr

rb 

=-lp『°w*r（如 sine1予 cose1)dr 
rb 

T。
=lp¥ （9r+初 t)WaI'dr

吋：：（V＋叫）紅dr
rb 

すなわち

P=lpQ『°r(V＋己）I'dr
rb 

-lpV『゚(Qr＋如）I'dr
rb 

(7.9) 

となる。

以上の運算によって，螺旋渦の流場に粟厚を表わす

吹出し分布を重ねても，それによって Munkの定理

は阻害されることはなく，むしろその内容が拡脹され

たことがわかる。それ等を整理すると，損失エネルギ

ーに関する定理は，

定理 I「プロペラの損失エネルギーは束縛渦を前後

に移動しても変わらない。」

定理II「プロペラの損失エネルギーは炭素の全循環

の分布に依存するもので，翼厚には無関係であ

る。」

定理I1I「2点の束縛渦および賀厚を表わす吹出しが

互いに影響してひき起こすエネルギー損失は互い

に打消す。」

のようにいい表わされる。

元来 Munk の定理は直進翼に関するものである。

(11) 
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それがプロベラにおいても類似した形で表現されるこ まず (3.7)より w(1)の表示式を求めてみる。これ

とは前著で述べた処であるが，それを応用する段階で は前著にも示したものであるが，ここではその運算の

直進翼の場合とはかなり異なった性格が現われる。 方法を変えている。

直進翼においては損失エネルギーがそのまま誘導抵

抗に対応するので， Munkの定理によって，揚力線で

も揚力面でも翼特性の表示に変わりのないことが示さ

れる。一方プロペラの場合，損失エネルギーはトルク

および推力のなす仕事の差である。 Munkの定理は損

失エネルギーに関するもので，推力とトルクのそれぞ

れの表示式が揚力線と揚力面で同じになるという保証

はしていない。これは極わめて重要なことである。

このようにプロペラで Munk の定理と呼んで来たも

のは直進賀の Munk の定理とはかなり異なった性質

をもっているので，一般の誤解を避けるため，上述の

損失エネルギーに関する 3つの定理と Munkの定理，

守屋の定理をあわせて，プロペラの「変位定理」と呼

ぶのがよいであろう。

8. 揚力面の積分方程式

プロベラの形状および作動状態を与えて，翼面上の

循環分布を求める積分方程式は (6.4), (6.5)の境界

条件に 4節および 5節で導いた誘導速度の表示式を代

入すれば得られる。それらの表示式を数値計算に好都

合な形に整理しておく必要がある。

(6.4)および (6.5) より

-W* sin (eo-e1)＝吋＋戸

＋（砂＋砂） sin(eo-e1) (8.1) 

w＊s cos (eo-ei)=K/2-（砂＋砂）

xecos(co-c1) (8.2) 

である。 この式の計算に必要なものは W杓，面の，

如）， U(2) および，表面には現われていないが S1の計

算に必要なものとして w炉がある。 w,u等の積分

記号の中に未知関数 rおよびにが含まれるので，

(8.1), (8.2)は r,,. に関する連立積分方程式であ

る。

Green関数の数値計算はむつかしいので，実用計算

には (3.7),(5.2) より導いた w,u等の表示式を用

いる方がよい。

h l-1 T。 s2
w(1)＝i; ~~1J:: dr’＼パ1十μ'ids'

m=OJrb Js1 

x[oo~’ 点 l.,=.,,dT (8.3) 

である。ただし，

a l (I l¥ a I l¥ a 
ご =hれ＋ー?{(μ+土-（μ―□)司
a 1 u. 1¥ a 
面＝パ1+μ'2伽’+；；)正

1 ¥ a 
-（μ'-；戸｝

であるが，この演算を

祁 1
＝一叩 n, hWI亨む＋μ'2

叶(μ'＋}）心ー(μ'-}）羞｝
X {(μ+；ドい(μ-})TT}

(8.4) 

としても結果に変わりはない。

(8.3)に (8.4)の演算を行なって整理すると，

1 l-1 r。 s2
w(1)＝ 紐h2V1千¢211苔。＼％心'\Slrds’ 〖OO

呼 '+cosV’伽

x {灼
3(μv’―μ'sin v'm)(µ'v’ —µ sin v'm) 

~}dT 

(8.5) 

となる。ただし，

Jl=vが2十炉十µ'2-2呼’~ (8.6) 

v=（て一て')/2,v'=(T―て')/2,

v'm=v'-2m冗／l (8. 7) 

である。

(8.5)の記号を整理すると，
， 

-W(1)=［9い（て一て ; μ, μ'）む'(8.8) 

の形に書き表わされる。ここに，

K(v; μ, μ'）＝一 {1+μ'2 1£『{μμ'+cosv’切

8冗 J1十炉 m=0 -OO 反3

である。

(12) 

3(μv’―μ'sin v'm)(μ'v’―μ sin v'm) 
~~}dv' (8.9) 
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(4.8) より

-wや＝〖:dμ.'『rK(O; μ, μ')dて'
て1

(8.10) 

であるから，

—呼＝一(wm-wや）＝『゚ dμ'『rk(O)（て一て
μb て1

~; μ, μ')dμ' (8.11) 

ただし，

KCO)(v; μ, μ'）＝一 V1+μ'2 l-l v こ＼戸'+cosv’飢

8てむ＋μ2m=0 0 ]?3 

3(μv’―μ’sinv’心(μ’v’二 μsinv’心
-~}dv' (8.12) 

である。

(8.9) は前著の式と形が異なっている。書き改めると

k(V; μ,μ'）＝-J1+μ'2 l-1『{μμ'＋cosv’飢

8パ 1五「m苔1 -00 知

3(v'+μμ'sin v'm)(μμ'v'+sin v’飢） 3(1十炉）（1+μ'りv'sinv’飢
R5 十炉 }dv'

である。ここで被積分関数の第 2項において部分積分

を行なうと
占＋μ’2 l-1 9 

K(v; μ, μ'）＝一こ μμ'v+sm Vm 

8冗 J1十炉 m=0 屈

3占＋μ2(1＋μ'2)3/2l~l 
8冗

こ
m=O 

x [OO V’s悶’'111,dv' (8.13) 

となり，前著の式が得られる。ただし V碑＝v-2m冗／l

である。

面 (2) は（5.6)に示すものであるが，これを計算し

やすい形に書くと，

野 ） ＝B戸□図『゚ dμ'『パ1+μ'2
μb て1

μv-μ smv碑

x 
炉

dて'(8.14)

である。

が1)は (4.2)に与えられるもので，面(2)とほとんど

同じ形をしている。すなわち，

的＝ ＿ 1lこ1『°
8冗 ✓1 + μ2 m~O J Pb 

dμ' 

x『r占＋μ’2μ’v-μ sinv伽む'(8.15)
て1

R-3 
である。

u(2）は（5.7)に与えられるものであるが，これも同

じように，
1 l-1 μ。

砂＝― 8冗 ✓ 1+¢直。＼::dμ' 

x『に占石四V+μμ’sinvmむ '(8.16)
て1

R. 

と書かれる。

(8.1), (8.2)を計算するに当たって， WW, W位1)

初 (2)，が1),U(2）の数値計算には (8.10), (8.11), (8. 

14), (8.15), (8.16)を用いるのがよい。

9. プロペラ特性の表示式

揚力面理論による推力およびトルクの表示式は，揚

力線理論によるそれらにさらに揚力面特有の項が加わ

る。この項はこれまで計算されたことがない。無視し

てよいという明確な理由はないので，今後は計算され

ることが望ましい。

まず揚力線と揚力面との表示式の相違を翼素への流

入速度の成分によって表わしてみる。

推力およびトルクの表示式は (7.2), (7. 3) である

が，右辺最終項は何れも小さいと思われるので，本節

では省略する。

cos (eo-E:1)与1, w附＋面(2渓 (W*+u)sin (eo-E:1) 

であることを考慮すると，（7.2), (7.3) より，

r。 S2

S = lp ~:: dr ~:: r(W*+u) cos eods-lp 
rb •"1 

r。 s2
x ¥ dr ＼屈sinc:1ds 

rb JS1 
(9.1) 

r。 s2
Q=lp¥rdr¥r(W＊丑）sineods+lp 

rb J t1 

x <:rdr¥：点cosc:1ds (9.2) 

が得られる。

(13) 
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Fig. 4を参照すると

(W*＋a)COSCo＝釘＋ w叶 Wt2}
(9.3) 

(W*+u) sin eo= V + wa+ Wa2 

である。ただし cos(eo-e1)=;: 1とする。

(9.3) を (9.1), (9.2) に代入すると

S=lp『゚(Dr+Wt)I'dr 
rb 

+lp『゚dr『rwt2ds
rb.1s1 
r。 s2

-lp ¥ dr ＼屈sinc1ds 
rb.1s1 

(9.4) 

r。
Q= lp~:: r(V + wa)I'dr 

rb 

叫 °brdr『2ruIa2ds
s1 

+lp ~:: rdr¥：点coss1ds (9.5) 

と書かれる。 (9.4), (9.5)の右辺第 1項は揚力線理論

の推力およびトルクである。第 2項は揚力面理論にお

いて現われたもので，一般に 0とならない。第 3項は

いうまでもなく賀厚を有限としたことから生じたもの

である。

Wt2, Wa2は

であ：／a；；22-：3〗I~:2/〗+；／1:d]k(／ OO 6) 

x sinー (A+lk)（てーが）
2 

xlik(I刈μ<)Kik(lllμ>)dl(9.7) 

喜 l(1＝(1,＝—ふ2 ~:: dr'~::rds'k＝旦 OO
X 

l(μ'l-lk/ μ') 

l+lk 

1 
x sinー (l+lk)（て一て')

2 

x Iik(ll Iμ <)K lk(ll Iμ>)dl (9. 8) 

である。

プロペラ賀の平面形が前後対称で， rの分布形も前

後対称のときは注）

注） rが前後反対称の場合も同じ結果になるが，実

際問題にはあまり関係がない。

(14) 

閏rds)::rsin炉＋lk)（て一て')ds'

h2 屯

＝丁 J1+μ2{l+μ'i¥ rdて
r1 

x『rsin上は十lk)（て一て')dて'
て1 2 

h2 
＝丁 J1+μ2J1+μ'2{¥”rsin1..a+lk)rdて

r1 2 

x『rcos上は十lk)て’dて'
て1 2 

-『rcos上は十lk)てdて
て1 2 

x『rsin½(i+tk)-r'd て'=0
r1 2 

であるから， t.=0と仮定すると，（9.4), (9.5)の右

辺第 2項，第 3項は 0となって， S および Q の表示

式は揚力線のものと一致する。したがって前後対称の

プロペラが最適に近い状態で作動しているときの特性

は揚力線理論の表示式で充分よい結果が得られるであ

ろう。一般の場合には (9.4), (9.5) の第 2項の影響

を考える必要がある。これ等の式は形式的なもので，

実際の計算には次のような考慮が必要である。

揚力面理論では一般に循環分布密度の解に前緑で無

限大となるものが存在し，このため 2次元流でも抵抗

が有限となる。一方揚力面前緑では厚さは無限小で

も，圧力が無限大のため，これに働く吸収力として有

限なものが導かれる9),10)。 2次元流では上記抵抗と吸

引力を加えたものが 0となるので，揚力面理論と 2次

元ポテ‘ノシャルの寃型理論との間に食い違いはない。

この考えによると，推力およびトルクの実用計算では

(7.2)および (7.3)に吸引力の推力およびトルクの成

分を加えた式を用いる必要がある。 7節で吸引力を省

略したのは記述の繁雑を避けたためで，これを加えた

としても， 7節の計算を厳格に行なえば，吸引力は抵

抗の一部と消し合うことになるので，結果に変わりは

ない。

(7.2), (7.3) と (9.4),(9.5) とは軸方向および回

転方向流速の成分の分け方が異なるだけで，同等な式

であるが， S および Q に吸収力を導入するための解

析には (7.2), (7.3)の表示式が適している。

(7.2), (7.3)の右辺第 1項はそれぞれ楊力面の揚力

に基づくもの，第 2項は誘導抵抗に甚づくものである

が，定ビッチ理論の揚力面は hydrodynamicpitch の

螺旋面上にあるため，揚力の中に自由渦による誘導抵

抗が成分として合まれている。そして束縛渦の誘導速



度による誘導抵抗に某づくものはすべて (7.2),(7.3) 

の第 2項の中にある。

賀素の誘導抵抗で (7.2), (7. 3)の第 2項に対応する

ものを，

叫＝一『加骨＋砂）ds (9.9) 
s1 

と書くことにする。翼素に働く流体抵抗はこれだけで

はなくて， rが前緑に特異点をもつときは，さらに前

縁吸引力 oDsを差し引かねばならないし， また翼断

面の摩擦抵抗 8Dfを加えねばならない。すなわち粟

素の抵抗 oDは，

oD=oDbー oDs+oDf (9.10) 

である。

C を翼弦長としたとき， rが

r=A(O)(r)喜喜言し砂（r) ✓~+···
(9.11) 

の形に表わされるものとすると，粟素に働く前緑吸引

ヵoDsは，

冗
oDs = ~pc(A co))2 

8 
(9.12) 

である。

したがって，（7.2),(7.3)の右辺第 2項の Sに関す

る積分の部分を (9.10) で置換えると，

S=lp『:cos s1dr 『~r(W*+u)ds
rb JS1 

吋:sin e1[『心＋□ ）ds
rb Sl 

冗籾言c(A叫— \S1Kids—叫 dr (9.13) 

Q=lp『゚rsin s1dr~:: r(W*+u)ds 

-lpり［゚brcosCI¥[；ss:r(W位1)＋戸）ds

冗籾+¾c(AC0))2-\ばuds-oDバ dr (9.14) 

である。これが揚力面理論におけるフ゜ロペラの推力と

トルクを計算するための埜礎式である。

(9.13), (9.14)の右辺第 1項，第 2項をまとめて，

(9.1), (9.2) の形に書くと，

r。 s2
S=lp~ 心＼ r(W*+u)cos cods 

% Sl 

＋ 
冗Ipfro . .!!__f ~::sin e1 • c(A <o))2dr 

rb 

-lp『:sin s1dr『1.uds
rb s1 

-lp『゚sins1 •励dr

Q=lp『°;；r『2r(W*＋i)sin eods 
rb J S1 
冗lp r。

---— \7 cos s1 •c(ACO平dr
8 

+Ip <°br% COS Cldr¥：:にids

15 

(9.15) 

(9.16) 

である。数値計算にはこの式を用いるのがよいであろ

う。

10. 揚力面理論における最適プロペラの条件

最適フ゜ロペラの問題は，まず最適フ゜ロペラに適合す

る賀面上の循環分布密度を求め，次にこの循環分布密

度をもつプロペラの形状を求めるという手順で解かれ

る。

最適フ゜ロペラに適合する循環分布密度は

(1) プロペラの半径，作動状態およびトルク（ま

たは推力）が与えられたとき，エネルギー損失

が極小であること，

(2) shock free entryであること，

の2つの条件をみたすものと定め，これを循環分布密

度の最適条件と呼ぶことにする。

プロペラの第二境界値問題は（1)の条件を満足する

循環分布を求めることである。楊力線理論では (1)に

より賀素の全循環の半径方向分布形が定まり， （2)に

よって炭弦方向の循環分布密度の形が定まるというよ

うに 2つの条件がある程度独立に処理される。ここで

ある程度といったのは，現在の揚力線理論では camber

修正， pitch修正のようなものを考えているからであ

る。

揚力面理論では (1),(2)の条件が互いに関連をもっ

ているので，最適プロペラ問題の解法が複雑になる。

最適条件 (2)より (9.11)の A(O)は0であるから，

これを無視したトルクの表示式 (9.5)はそのままの形

で最適プロペラのトルクの表示式として用いることが

できる。一般に最適プロペラの理論では賀断面の摩擦

抵抗は省略するので，

P=Qlp『°r(V十面a)rdr+9lp
rb 

x『°rdr『2rwa2d-9lp『゚rdr
rb.1s1.Jrb 

x ＼：面coss1ds-Qlp~:: rdr ~:: r wa2ds 

r。 s2
噂p~:: rdr ~:: KU cos s1ds 

(15) 
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-lpV『゚ （幻＋如）I'dr (10.1) 
rb 

と書くと，右辺第 3項までは QQに等しい。

最適条件（1)は，（10.1)の右辺第 3項までを一定に

保ちながら，右辺全体を極小にすることである。この

ような揚力面理論では一般に Betzの条件は成立たな

い。この極値問題を直接解くことは計算が繁雑で実用

に適しない。

プロペラの平面形が前後対称で， rも前後対称なと

き，翼厚を無視すれば， 9節で述べたように QQの表

示式は (7.9)の右辺第 1項で与えられるので，従来の

方法によって最適フ゜ロペラを計算することができる。

しかし前後非対称な平面形および循環分布密度，さ

らに寃厚の影響を考慮した場合11)については， camber

修正， pitch修正を計算しただけで揚力面補正がされ

ているとするのは充分ではなく，大きな skew等のあ

るプロペラのように (9.5)の第 2項以下が大きくなる

ものではさらに， Goldsteinの循環分布に対する補正

を考える必要があるであろう。

結 言

定ビッチ非線型理論の流体モデルの形成にはかなり

技巧的なものがあるため，仮定を厳格に守ろうとする

と，物理法則と矛盾するところが現われたりして，一

部には統一を欠く処があった。これは実用理論の宿命

であって，線型理論の構成の完璧さに及ばないのは止

むを得ないとこであろう。

得られた主な結果は次の通りである。

(1) 賀厚を考慮した流場においてもエネルギ一定

理が成立つ。ただしこの場合には Lagallyのカ

を加える必要がある。

(2) 賀厚を考慮した流場においても Munk の定

理，守屋の定理は成立つ。

(3) 揚力面理論と揚力線理論とではプロペラ特性

の表示式に相違がある。

(4) 揚力面理論では前後対称の平面形および循環

分布密度をもつプロペラの場合に限って，エネ

ルギー損失極小の条件として Betzの条件を採

用することができる。
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