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Abstract 

P.F. Jordan1) described the nature of the upwash singularity occuring at a parabolic wing 

tip in the linearized formulation of the lifting-surface problem. In this paper a method is 

developed for obtaining a numerical solution fulfilling the condition " tip-upwash finite ". 

まえがき

現在の揚力面の数値解法で放物型賀端をもつ質を計

算した場合，粟端近傍で解が確定しないはずである。

それにもかかわらず，このことが特に問題として取り

上げられないのは，実用計算の標点数の範囲では外見

上確定解と思われるものが求められ，特に不都合な事

態に遭遇しないためである。しかしプロペラのキャビ

テーションとかダクテッド・プロペラの問題のように

翼端近傍の流場をやや詳細に知りたいものに対して

は，現在の計算法には難点があるといわざるを得ない。

数値解法として，確定した解を得たいという目的に

対しては，二つの方法を考えることができる。その一

つは翼幅方向の圧力分布関数 B(N)切）（（3・1)参照）が

賀端で無限大になると仮定する。他の一つは B(N)⑰）

が粟端で有限でかつ吹下しも有限とする。粟端で

B(N物）が 0でなくても，有限ならば，圧力は 0にな

る。 Kinnerの円形賀の解析解2)より類推すると，前者

は単に確定した解を得るための手段に過ぎず，後者が

妥当な方法ということになる。

円形賀の解析的研究は Kinner以後＝，三の例はあ

るが8),4)，彼の解と異なるものは見出されていない。

最近 Jordan1) は放物型翼端近傍の解を再検討する

ため， Kinnerの理論を研究し，賀端近傍で圧力分布と

吹上げの素解に特異性の現れること，およびその処理

法を示した。吹上げの特異性とその処理法については

＊運動性能部原稿受付：昭和48年12月3日

Kinnerの論文の中にも記載されているが， ただ彼は

それに特別の関心をもたなかったようである。 Jordan

がこの問題を取り上げたのは有意義なことであるが，

数値解法に対する具体的応用法は述べていない。

もともと解析的解法と数値解法の間に断層のあるの

はあたりまえのことである。しかし，例えば Kuttaの

流出条件が 2次元流の解析解を利用することで 3次元

流に導入されているように，両者の理論的連係はなる

べく濃い方がよい。このように考えて，前記の吹上げ

の処理法を工夫したのが本論文に述べる数値解法であ

る^

ここで取り扱うのは前後対称の平面形で放物型賀端

をもつ定常揚力面の場合であるが，その解法は非定常

粟，プロペラの場合に拡張して利用することができる。

揚力面はエ軸の負の方向に一定速度 Vで直進してい

るものとし，揚力の働く方向を z軸の正の方向とす

る。

記

号

x, y, z 任意点の座標

x', y', z' 特異点の座椋

p 流体密度

” 揚力分布密度（圧力分布）

r=Il/(p V) 

w 粟面上の吹上げ速度

V 賀の前進速度

b 半粟幅

(75) 
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を数値的に解く方法が行われている。精度よい解を得

るために rの解の関数形をあらかじめ仮定しておい

て，（1・2) よりそれの係数を求めるようにする。その

rの閃数形を試験関数という。 試験関数として現在

一般に用いられる形は，被弦方向には Ackermann-

Birnbaum級数5)，注）を，また賀幅方向には揚力線理論

の Prandtlの試験関数6)を利用したもので

三ao切） ✓止をv 1+E 

+a1（り） Jl―ぎ＋a2(滋 J戸

+a幼）が J1ーが＋・・・・・・ (1・3) 

X 

図ー1

li, l2 y位置の前後縁のエ座椋

li', l2' Y'位置の前後縁の X 座椋

c=(/2-/1)/2, c'=(ll-li')/2 

~=x/c, e=x'/c' 

~=c/c', 入＝ b/c'

炉＝y/b, 刀'=y'/b

Y=llr;ーが1

00 

a的分＝心I:s叩 f
T'=0 

(1•4) 

1. Jordanの問題

Jordan1)は放物型欧端をもつ粟について数値計算を

行う場合，圧力分布および吹上げに対する在来の考え

方には難点があることを指摘した。それをここで

''Jordanの問題＂ と呼ぶことにし，少し説明を加え

ておく。

賀の平灼矢翡面の座校をとしえまた瘤表面の吹lこ

げを W とすると，粟面上の境界条件は

aゑ
w(x, y)=V~ aェ (1・1)

である。 W の表示式を速度ボテンシャルから求めると

1 
-W（エ， y）＝―石[『-1 :1J'）2 

X { 院ーミ'疇—5'）2 十炉(1J ーが）2+1} ~+lfded1J' 

(1・2) 

である。

粟の形状を与えて，粟表面の揚力分布密度（圧力分

布ともいう）を求めたいときは，（1・2)をrに閃する

積分方程式とみなしてそれを解かねばならない。これ

が揚力面理論の中心問題となっている。一般の平面形

の粟については解析解が知られていないので，（1・2)

(76) 

である。この式は理論的根拠が薄弱であるため，角型

翼端，補助翼端のように翼形状の不連続部分の圧力分

布について研究された例がある7),8)。

Jordan の研究は放物型粟端について同様の問題を

取り上げたものである。その中で彼はまず年（刀）に相

当する素解として Jlーがln凶二戸の形のものを導

いた。数値解法の場合には，特にこの形の試験関数を

販り上げる必要はなく，それらは (1•4) の中に含まれ

ているものと理解して差し支えない。彼の解析の中

で，数値解法にとって重要なものは，圧力分布の素解

に対応する吹上げに特曲性の現れること，それを消し

去る方法等を示した部分である。しかし，そこでは概

観的に解の形を示すだけにとどまっている。

次節以下は Jordanの間題を数値解法で解決しよう

とすると，どうなるかということを述べたものである。

2. 連立積分方程式

揚力面の積分方程式を数値的に解く方法は多数ある

が，ここでは筆者が以前提案した 2次元の積分方程式

を1次元の連立積分方程式に変換して計算する方法9)

を採用する。この方怯によると，連立積分方程式の核

閃数が完全梢円積分という性質のよく知られた閃数の

和で表されるので，解析的な連算に好都合なことが多

い。

連立積分方程式は (1・2)の両辺をどについて Taylor

展開したもののeの同次の項の係数閃数を等置するこ

とで得られる。すなわち

注） これは一般に Birnbaum級数と呼ばれているが，

、-Li時の Gottingen学派では Ackermannの名を併記す

るのが慣例であった。その由来は Birnbaumの原論文

に記載されている。
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-wC0)(0, r;）＝亡［』1ー 1晨{./Y:；在―1}咋’d刀'

1 1 1 
-wCl)(O, r;) 

rip ＝石¥-1¥-1 (Y吐炉）8／2咋’d刀＇

1 1 1 0 ＝石しい国(Y2ぶ峠'2)咋’dが

3 1 
-wC2)(0,刀)＝―¥ ¥ 

1 ripゃ
4冗ー1J-1 (Y汗伊）5/2

de'd刀'

1 1 1 02 5' 
=―石 [l[l r祁字(y2年＋e92）咋’dり'

1 1 1 

—砂(0, か＝＼ ＼ rA炉{ 12 15 Y2 
- d5’d' 

4冗＿1-1 （T＋炉）5／2(Y只 '2)7/2} 1J 

1 1 1 

= 4冗しいi§ い`ぶ臼'2)衣’d刀'

-l匹（0,1J）＝上『『滋4{_  605'_. 105匹’｝咋’d刀'
4冗ー1 -1 (Y叶炉）7/2 (Y汗炉）9/2

=--i;『-l『-1r祁`いぶ只'2)咋’d刀'

(2・1) 

等である。ただし

w(O)（ど， r;)=w(;,か， w(k)（ど， 7J）=（羹）kW(;,7)) 

(2・2) 

とする。

3. 試験関数

直交座椋系を用いる限り，試験閃数は本質的には

(1・3) と大同小沢の形になる。しかし確定解が得られ

るように計算法を工夫していくと，試験閃数に附りす

る条件を在来のものより多少変更する必要が生じてく

る。また賀弦方向の分布形を次のように組みかえる

と，運算上好都合なことが多い。それで試験関数を

r 
V 
--＝A(O)⑰）lo(e)+A0)（り）Il(e)＋A(2)（刀）え瓜ど）＋ ·…•• 

+BCO)⑰）1o(e)+B0)⑰）11（ど）＋B（2)切）i瓜e)+……

(3・1) 

ただし

秘託）＝（1ーが）N-1/2, jNぽ）＝5（1ヂ）N-1/2,

(N=O, 1, 2, ・・・・・・） （3・2)

と書く。

各断面で Kuttaの流出条件を満たすように

A(0)(71)= -B<O物），ーl<7Jく1 (3・3) 

とする。普通，この条件式は粟端を含めて成り立つも

のとしているのを本文では被端を除外した。 (3・3)は

2次元流から類推した断面内の必要条件であるから，

被端は除外しても光し支えない。

また ACN灼）， BCN)(r;)の Tj＝土1における状態はこ

こでは与えてないが，後述の解析の過程で自づから定

まる。

入NCl)
dAN 

＝ 
dミ

(3•4) 

と書くことにすると
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の性質がある。すなわち lN,1Nは N 回微分したと

き初めて i。または孟が現れる。したがって， （3・1) 

を (2・1) に代入したとき， lN,1Nを含む項は 5'に

ついて N 回まで部分積分を行うことができる。高次

導関数で表される核関数は計算が繁雑であるから，可

能な限り部分積分は多く行っておく方があとで具合い

がよい。

4. 核関数

(3・1)を (2・1)に代入し，試験関数の配列にしたが

って整理すると，

w(M) 1 !i. r1 
- ＝一 ~o L1 ACN)（い］（MN)(7),が)d刀'

V 2冗 N=0 -1 

1 R 1 
+-E ¥ B(N)（7J')(MN)（なが）dが (4•1) 

2冗 N=0 -1 

(77) 
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と書かれる。断面形に不連続点のない普通の翼では，

R=2 の程度にとれば精度としては充分である。この

式の核関数 JCMN),KCMN)を

1 1 

g匹 (Y)＝-¥― が”
2 -1 む—が(Y汗西万de

で定義される関数を用いて表すと

1C i 1C えJ(OO)＝--- J(01)= ----
2 y2'J - 4 y2' 

j(02)= 31C え

16 Y2 

J<MN)=O, M=2n(n=l, 2, 3, ……） 

J(10)＝ぇgg8(O)， J(11)＝祁{gs(O)-g炉｝

J(12)＝祁{g3(O)-2g3(1)-t-g8(2)｝

J(30)=i炉{12g5<0) _ 15 y如叫

J(31)=A炉[12{g5(0)_g5<0}

-15Y2{g7(O)-g7(1)}］ 

J(32)=A炉［12{g5(0) _ 2g5(l) +g炉｝

-15炉 {g心ー2g四＋g7(2)}]

(4•2) 

(4•3) 

KCMN)=O, M=2n+l (n=O, 1, 2,……） 

ぇ
KCOO)＝一g1(1), K(01) — i 

{g1(1)_g団｝
y2 T 

え
KC02)＝町副—2g1(2)+g1(3)}

KC20)=3.:I.炉g砂， KC21)=3屈 {g5(1)-g炉｝

KC22)=3籾 {g四ー2g炉＋g炉｝

K(40)＝i釘{60g四ー105Y2g,（1)}

K(41)＝i到60{g7Cl) -g炉｝

-l05Y刊g9CO-g9(2)}]

KC42)=).か[60{g1°)-2gP)+g1c3)} 

-105 y2 {g9Cl) _ 2g9C2) +g9C8)}] 

(4•4) 

である。

ここで部分積分の行えるものはそれを繰り返し行

ぃ，附録 Iに示す g戸）の循環式を利用して整理する

と

J(11)噂 g1(1), J(12)噌 {-Y如 0)

+(1+2Yりg1(1)}

J(81)=-3え炉g5(1),J(82)＝i釘{-303(O)+6g8(1)｝

i KC02)=~ { -Y2(6+4 yりg1(0)
15Y2 

+(3+13Y汗 8Y4)g1c0} 

K(21)＝i炉{g8(O)-2g3(1)｝

祁2
KC22)=Z--;;-{ -4 y2g1(0)+ (1+8 yりgl(l)}y2 

(78) 

K(41)＝籾{12g炉ー24g5(1)

-15Y如 0)+30Y如叫

K(42)=i炉{9g炉ー12g炉＋24g砂｝

(4•5) 

となる。

核関数J(MN),K(MN)の特異性を調べたり，また数

値計算を実行するには，それらを Legendre-]acobiの

第 1種および第 2種の完全楕円積分 K(k),E(k)で表

しておくと好都合である。それには附録 Iに示す恒等

式を利用するとよい。途中の運算を省略して結果だけ

記載すると

j(lO)= 祁E(k)
Yバ1+Y2

j(ll)= 祁
Yバl+Y2

{(1+ Y2)E(k)-Y2K(k)} 

](12)= 祁 V1+Y2
y2 {(l +2 Y2)E(k)-2 Y2K(k)} 

屈
J(30)= ｛（1-7YりE(k)+4Y2K(k)} 

y町1+Yり5/2

j(31)＝一 籾
Y2(1+ Yり3/2

{(1-yりE(k)+Y2K(k)} 

]<32)= _ 3え阻
Y豆 1+Y2

{(1+2YりE(k)

-2Y2K(k)} 

え
K<OO)=~ {(1+ yりE(k)-Y2K(k)} 

Y2V1＋戸

(4•6) 

K(Ol)= iJ1+Y2 
3y2 

{(1+2YりE(k)-2Y2K(k)} 

ぇVl+Y2 K<02)=~ {(3+13Y門 8YりE(k)
15Y2 

-Y2(9+8 Y2)K(k)} 

K<20)= 
祁2

Y町1+Yり3/2
{(1-YりE(k)+Y2K(k)} 

K<21)= 
祁2

Y2V1+Y2 
{(1+2YりE(k)-2Y2K(k)} 

祁2

K<22) = ~~ { (l + 8 yり(1+YりE(k)
Y2V1+Y: 

-Y2(5+8YりK(k)}

K<•o)= 
3ip4 

y2c1+ Yり7/2
{(1-14Y吐 YりE(k)

+ Y2(7-YりK(k)}

祁4
K<•1)=~ {(5+2Yり(1+yりE(k)

Y刊l+Yり7/2

-2Y2(3+ YりK(k)}
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3え炉
KC42)=-~{(3+13Y2+8YりE(k)

Y2(1+ Yり3/2

-Y2(9+8YりK(k)}

．ヽ＇ノ7
 

ー

．
 

4
 

‘I_̀̀ 
である。ただし

k=l／む＋ Yi

と書いたとき，

展開式は

(4•8) 

とする。

後述する粟端条件を少しでも精度よく調べるために

は， N のさらに大きな値に対する K(MN)の関数形を

求めておく必要がある。 N=3とすると

KC03)= 
入

35Y2 V1+ Yt 

X { -(55+53 Y2-22Y4-16 Yり

x(l+ YりE(k)

+ Y2(30+31 Y2-30Y4-16Y6)K(k)} 

KC23)= 加む＋ Y2 
y2 {-（23+8Y2-16YりE(k)

+16Y刊1-YりK(k)}

120入釘
K(43)=- ｛（10+4Y叶 2YりE(k)

Y2V1+Y2 

-Y2(3+2YりK(k)}

(4•9) 

である。

k'2=1-k2 

K(k), E(k)の k'=Oの近傍における

A-1 9 7 
K(k)=A+~k'2+¾ (A--）い＋……

4 64 6 

E(k)=l+½ (A-½忙＋贔(A-~¾)k“+ ……
である10)。ただし A=ln4/k'とする。 k生＝ Y叶(l+yり

の関係および上式を利用すると， Y=Oにおける K(k),

E(k)/Y2の特異性は

E(k). 1 1 
=----lnl Y| y2 Y2 2 

K(k):::::: -lo I YI 

、

ー

ー

し

、

(4• 10) 

であることがわかる。これから核関数の Y=Oにおけ

る特異性を導くことができる。すなわち

1 1 
JC11)：：：：叫F汀 lnI YI} 

J(12) ：：：：叫宕＋〗 In I YI} 

J(30) ：：：： i叫点―〗 In I YI} 

J(31) ：：：：—叫心―¾In I YI} 

I(32) ：：：：— 31叫心＋〗 In I YI} 

1 1 
KCOO)：：：：i圧＋引nI YI} 

入 1 3 KCOl) ：：：： □圧＋¾ In! YI} 

入 1 5 
KC02)：：：：百{Y2+:lnIY|｝ 

入 11 1 
KC03)：：：：―7応＋戸虹1}

1 3 KC20) ：：：：入叫石―¾ ln I YI} 

KC21) ：：：： i叫点＋〗 In I YI} 

1 9 
KC22)：：：：叫町万lnI YI} 

KC23) ：：：：—叫晨＋〗 ln I YI} 

1 15 
KC40)：：：：3叫汀―万lnI YI} 

5 7 
KC41)：：：：硝怜＋五lnI YI} 

1 5 K(•2) ：：：：— 9釈応＋デnl 叫
5 KC43) ：：：：ー 240祁怜— ln I YI} 

(4•11) 

(4•12) 

j(OO) 
冗 i

＝一 2 y2' 
冗 i

J(01)=----
4 Y2' 

J<02)= _ 
3冗入

16 Y2 

である。

次に賀端近傍における核関数の状態を調べてみる。

lim c'=O であるから， lim Y=oo である。 (4•3),
1/’→土1 7/’→土1

(4•4) に附録の (l-12) を適用すると， r;＇＝士 1 の近傍

では

fCMN)(TJ, r;')=jiMN)c'+ j戸 e's+j~MN)c叫……

K(MN)(r;, r;’)＝KiMN)匹＋K竺N)C“+k戸 c叫……｝
(4•13) 

のように I(MN)は C'の奇数次， KCMN)は C' の偶

数次のべき級数で表される。 c'=Oの近傍で

］⑰=叫ぷー；InI YI} 

c'：：：：t sin<p' (4•14) 

のように表し， tの値は， t= de'/d cp'l'f'=oとする。放

(79) 
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型

あ

い

よ

と

，

定

の

物

で

の

る

と

確

こ

う。

c'=Oのとき

j(OO)= 冗 t 冗 t
2 b' 

- J(01)＝---
4 b' 

Jco2)= 
3冗 t
16 b 

JOO) 
冗 ct b。冗 ctbo-b2 

2 が 1刀ーがI,
j(11)＝--

2 b2切ーが 1

Jo2)= 
冗 ctbo-2b2+b4 

2が 1刀ーが I , 

j(30)＝ ----冗 c3t 3b。
2 が 1刀ーが13

J(31)＝ ----冗 c8t3(bo-b2) 

2 が 1刀ーが13,

j(32)= 
冗＆t3(bo-2b叶 b4)

2 が Ir;ーが18

]{(00)= 冗 t2 b2 -K(01)---冗 t2 b2-b4 

2 が 1刀ーがI, 2 が 1刀ーが 1

K(02)＝--冗 t2b2-2b4+bo 

2 b2 Ir;ーがI, 

K(20)＝---冗 3c甲 b2

2 が 1刀ーが13

]{(21)＝一冗 3c2t2 b2-b4 

2 が 1刀ーがjs'

]{(22)= 冗 3c平 b2-2b4+b6

2 が 1刀ーが18

KC40) 冗 c伊 45b2
＝一 2 b6 切ーが15,

尺(41)=--
冗 C伊 45(b2-b4)

2 b6 Ir;ーが15

K(42)＝----冗 c伊 45(b2-2b叶 b6)

2 b6 Ir;ーが15

(4-16) 

となる。ただしが＝士1, また如は附録の (I-13)に

示す常数である。

(80) 

5. 圧力分布の翼端条件と吹上げの特異性

揚力面の数値解法は揚力線の解法を踏襲したもの

で，特に揚力面の理論解析から演繹された計算技法と

いうほどのものはない。計算結果を見る限り，不都合

があまり見当らないためか，計算理論をその根源にさ

かのぼって検討することはほとんどなかった。

ここでは圧力分布とそれを数値積分して得られる吹

上げの，粟端における状態を調査し，数値解法として

の問題点を吟味する。

(4•15) の記法を (4•1) に適用すると

w凸＝ l i『A(N)（ガ） J1-7J92](MN)⑰，刀')
(7Jーが）2

d刀'
2冗 N~O J-1 

(5•1) 

WB(M)＝上§ ¥1 B(N)（が）（1-炉）K（MN)（汀） d7J'
2冗 N=0 -1 (7Jーが）2

(5•2) 

ただし

-wCM) IV= WA CM)+ w BCM) 

と書かれる。

これの変数ながを

(5・3) 

刀＝cos<p, TJ'=cos <p'(5•4) 

によって， <p,<p'に変えて数値積分を行う。その場合，

最小二乗法による有限 Fourier級数

2 m m 
F(<p')=~ I: F(<ps)I: sin r<ps sin rp' 

m+1s=l r=1 

(5 • 5) 

2 m+l m+1 
F(ep')=~ I: ssF(eps) I: Sr cos reps cos rep' 

m+1s=O r=0 

(5•6) 

を利用すると好都合なことが多い。ただし

eps=S冗（出，
m+l 

, es, r= 
1, 

s, r=O, 

s,rキ0,

とする。

揚力面理論ではこれまで

A(N物＝士1)=0

B(N)（か＝士1)=0

m+l 

m+1) 

(5•7) 

(5•8) 

(5•9) 

と仮定しているので，圧力分布の積分に Fourier級数

を利用する場合，例外なく (5•5) が用いられてきた。

これによると計算は非常に簡箪になる。具体的には

(5•1), (5•2) の中の A(N)（が） V1ー炉J(MN物，刀'),

B(N)（初（1-炉）K（MN)⑰，が）を (5・5)で置きかえ， 71'

の積分を行うという方法をとる。その結果は
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w(M)（<p） R 1 m 
- ＝ここ {A(N)（<ps)sin<ps]（MN)（<p，<ps) 

V N=o m+1 s=1 
m 

+ BCN)(<ps) sin2<psK(MN)(<p , <ps)}~ sin reps 
r sinr<p 

r=1 sin'P 
(5・ 10) 

である。

<p＝<p,=vn/(m+l) (5• 11) 

として， rの総和をまとめると

wCM)年） R m 
― F=  N~O stl {ACN)('Ps)sin'PSI(MN)（'P"''Ps)+BCN)('Ps) sin2'PsKCMN)('P"''Ps)}b,s (5• 12) 

N=O s=l 

と書かれる。ただし

1 -（-1)S-u sm 
bus= 

<ps 
l,iキS

2(m+l) (cos<p"-cos<ps)2' 

b 
m+l 

uu ＝一4 sin<pu 

、|
-

1ー
）

(5•13) 

である。

圧力分布 rを得るためには，（5・12)の連立方程式

を A<N)(cps),B<N)(cps)について解けばよい。これが従

来の解法のあらすじで，（5・8),(5・9)を理論の支柱と

していることは容易に理解できるであろう。

次に圧力分布の賀端条件をこれまでより緩和し，仮

に

ACN物＝土1)キ0 (5•14) 

BCN)(r;＝土1)キ0 (5・ 15) 

とする。すなわち ACN物）， BCN切）にはほとんど束

縛を与えず，ただ有界と仮定するだけで，数値解法の

構成を考えてみる。

まず WA(M) の場合を取り上げる。計算を簡単にす

るため ACN)(<p'）］(MN)(<p，<p'）を Fourier級数で置き

かえる。 (5·6) を用いれば，（5•15) の条件は損われる

ことなく導入される。その結果は

R 1 m+1 
WA(M)(cp)＝こ一―一 I;esACN)(cps)fCMN)(cp, cps) 

N=o m+1s=0 

x m正 cosrcpslfl cosrcp’sin虻向'
r~O 冗 —1 (1Jーが）2

R 1 m+1 
= f;―--I; esACN)(cps)]<MN)(cp, cps) 

N=o m+1s=0 

x戸＋ーし四幻cosreps 
2'sin cp s";;:1 

x (r cos rep sin ep + sin rep cos ep)} 

(5•16) 

である。この式の右辺は O~ep~冗の区間で有限確定

値をとるので，（5・10)と本質的な相違はない。すなわ

ち WA(M)に関する限り，（5・10),(5・16)のいずれを用

いても結果に大差はないはずである。ただ洲端条件を

(5・ 14) とし， A（N物＝土1)の値を求めたいときは，

翼端における流れの方向，曲り等を詳細に指定する必

要が生じてくる。境界条件の実際として，これには無

理があるので， A<N)(1J)については，（5・8)の条件を採

用し，（5・10)によって吹上げを計算するのが合理的で

あることは疑いない。

次は WB(M)の場合である。 B<N)(<p'）]{(MN)(<p,<p'）を

(5・6)で置きかえる。 <p’ で積分した結果は

R 
WB(M)(<p）＝こ 1 

N=0冗(m+l)

m+l 
x I; esB<N)(<ps)K<MN)(<p，<ps) 

S=O 

m+l 
x I; er cos r<ps Tr (5• 17) 

r=O 

である。附録IIに示すように Trには ln(1十刀）／（1-r;)

が合まれるので，吹上げの素解 WB(M)が Tj＝土1 に

対数特異点をもつ関数で表されることになる。すなわ

ち B(N物）が翼端で 0でないとすると，それに対応す

る吹上げの素解に特異性が現れる。 したがって，

(5・10)によって解いた場合， B（N)⑰）が Tj＝土1 の近

傍まで 0でないときは，精度を上げるため，標点の数

を増すにしたがって解が発散の方向に向かうことがあ

るはずである。小山の計算結果11)はこの一例と考えら

れる。

(5・17) による吹上げの表示式は翼端に特異性をも

ち，しかもそれが ln(1 +r;)/(1-r;) であるという点で

は Kinnerの解析解と相似であるから， WB(M)の計算

には，（5・10) を廃して (5・17) を採用し，その特異

性を消去するのに Kinner-]ordan理論の方法を踏製す

るという手段をとるのが妥当と思われる。

結局，計算理論として確定解を得るための A(N物），

(81) 
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B(N物）の翼端条件は (5・8),(5・ 15)が適当というこ

とになる。 (5・15)のように B(N)が0でなくても，こ

れに入N を乗じた圧力は翼端で 0になるから，この理

論の場合も Kinnerの解と同様に r@＝士1)=0を条件

としていることになる。従来の計算法における翼端条

件 (l・4)は束縛が強よ過ぎたといえる。

(5・8), (5・15)を採用すると，毅端では Kuttaの流

出条件 (3・3)が満たされない。しかし，もともとそれ

は2次元流に関するものであるから，流場を幾何学的

に見ると，翼端では Kuttaの条件の代わりに次節に述

べる吹上げ有限の条件をとる方がむしろ自然である。

(3・3)で粟端をその適用範囲から除外したのはこのた

めである。

6. 吹上げの翼端条件

これまでの計算結果を利用すれば，積分方程式を連

立 1次方程式で表すことができる。 A(N)（ps）につい

ては (5・12)を採り， B<N)(cps)については (5・17)を

用いることにすると

w(M)伽） R 

V 
＝区

N=O 
?n 

x ~ A<N)(cps) sin cpJ<MN)(cp., <ps)b.s 
S=l 

R m+l 
+ ~ ~ B<N)(<ps)K<M N)(cp., <ps)D.s, 

N=O S=O 

1::;;: lJ::;;: m (6・1) 

A CO)(<ps) = -BCO>(<ps), SキO,m+l (6・2) 

である。ただし

Cs m+1 
D,s=~ ~ ercosr<psTr(cp,) 

冗(m+l)r~o 

(6・3) 

とする。

D,sは'<p戸＝0,冗に特異点をもつ関数Tr(<pu)を係数

にもつので， J.i=O,m+lで OO になる。しかし J.i=O,

m+lのときでも，（6・1)の方程式の中の特異性が互

いに消し合うように計算を工夫すれば，吹上げとして

有限な値を導くことができる。これを粟端における吹

上げ有限の条件と呼ぶことにする。

粟端近傍の吹上げは，（5・17) より

1 R 
lim WBCM)(<p）＝ E 
¢→O N=0冗(m+l)

m+I 
X E CsB(N)（<ps)KCMN)(<p, <ps) 

s=O 
m+I 

X ~ er COS r<pslim Tr (6•4) 
r=O'fJ→1 

(82) 

である。 WB(M)の中の In(1 +71)/(l-71) を係数にもつ

項を wlCM)で表すこどにする。

附録 IIIを参照すると， 71=1の近傍では

冗：：：：：2ln (1刊）／（l-1J)+Ur 

1 1 
Ur=-8[ 1+—+—+…… 3. 5 

＋ 
1 

2(r-1) 
{l-(-l)r-1}] 

—勺｛1-（― 1刃一戸ー2 {1-（-1)r-1}， 
戸ー1

r~2 

Uo=-4, U1=-6 

であるから，翼端近傍では

1 R 
lim wtM)(cp)=lim ~ 
P→O T→O N=0冗(m+l)

m+l 

(6・5) 

X E esB(N)(<ps)K(MN)(<p，<ps) 
s=0 

m+11+7J  
X ~. ercosr<ps•2ln~ (6・6) 

r=0 1-7J 

と書かれる。この式の Fourier級数の部分は (5・6)で

<p'＝0 としたものに等しいから

lim wt<M)(<p）＝lim-
1 

『→0 p→O冗

R 1+刀
X ~ B<N>(O)K_(MN)(<p，O)ln 
N=o 1-刀

(6•7) 

となる。

lim 
1ーが ． 1-cos<p 

P'→0 
C, ＝ hm t. ，=0 

p’→OSm  p 

であるから，（6・7)の K(MN)は Y=Oのときの値を

とるのが妥当である。

CMu=[f KCMN)（T), r;')]Y=O (6•8) 

と書くと，（6・7)は

R 
lim wjCM)(<p）＝ lim ~ B<N)(O)CMN 
¢→0 ' f l→ON=O 

x ln 
t 1-l+cos<p 

b sin<p 1-COS <p 
(6・9) 

となる。 CMNは (4・12)より求めることができる。

(6・4)の右辺が有限であるためには，（6・9)の右辺

が o,すなわち



CooBC0)+C。1B(1)＋C。2BC2)＋……＝0

C20BCO) + C21BC1) + C22BC2)+……=0 

C,oBCO) + C,1BCl) + C,2BC2)+……＝0 

‘
•
|
、
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であるから， N=3までとって祁を計算すると，

(6・ 10) X1=-5.05, 叩＝3.09, 叫＝ー0.04 (6•14) 

ならばよい。これが吹上げ有限の条件式である。ただ

し上式の B(N)は BCN)(O)を意味する。

再び (6・4)にもどって，翼端近傍の吹上げを考える。

(6・10) が満足されるならば， Tr の中の ln(l+7J)/

(l-1J)を係数にもつ吹上げは消えるので

R 1 
lim WB(N)(cp）＝こ
'P→O N=0冗(m+l)

m+l 
X I; e8BCN)(cp8)K.CMN)(O, <ps) 

s=l 

m+l 
X I;も cosreps・ Ur 

r=O 

1 R 
+ lim ~ I: B<N)(O)CMN 

¢→o2冗(m+l)N~o 

t m+1 
X 

b sin<p r=0 
I; SrUr 

である。右辺第 2項は (6・10)によって 0であるから，

粟端の吹上げは

R 
WB(M)(O)＝区

1 

N=0冗(m+l)

m+l 
X I; esBCN)(<ps)KCMN)(O, cps) 

S=l 

m+l 
x 区 CrCOsr<ps• Ur 

r=O 
(6・ 11) 

となる。

BCN)(O)の中の一つが定まれば，（6・10)によって他

のすべての BCN)(O)が定まるから，（6・11)の連立方程

式のうち一つの M に対するものだけを残し，他は省

略することができる。 M=Oの場合だけを残すことに

すると，翼端の境界条件としては流れの方向だけを与

えればよいことになる。

XN= B<N)(O)/ B<0)(0) 

と置くと，（6・10) は

Coo+C。心1+C。2叩十•…••=0 

C2o+C21ふ十C22エ2+……=0

C4o+C心 1+C42m+……＝0} 

(6・12) 

となる。圧力分布の計算には N=2までとれば精度は

充分と思われるが，工N に関しては (6・12) で N=2

までに止めて計算すると X1=-6, 叩＝5, というよ

うに，（6・14) とはかなり異なる結果になるので， XN

の計算には N~3 とする必要がある。

また試験関数として，お1' 叩が 1に近いものを選

んだ方が翼端附近で精度よい計算結果が得られるはず

である。試験関数を (3・1)ではなくて，（1・3)の形に

すると， X1,X2,叩に相当する係数の値は 2.002,

-3.008, -0.042となる。さらに試験関数が

r a。
V 
-=~ + a 1 sin{}＋a2 sin 30+aa sin 50+…… 

sin{} 

cos 0 
+ /3o~+ /31 sin 2(j十和 sin4{}

sin 0 

十和 sin60+・・・・・・ (6•15) 

のとき，知／/3o＝ふ0の値は X1=-1.26,ふ＝ー1.13,

叫＝ー0.01 となるので，（6・15) が翼端附近の計算に

適しているように思われる。ただし cose＝どである。

工N の値には翼の縦横比その他翼平面形を表すバラ

メターは関数として合まれていない。

7. 圧力分布を与える連立 1次方程式

(6・ 1), (6・ 11)の方程式に (3・3), (6・14)の条件式

を泊えると，圧力分布を求めるための連立 1次方程式

が得られる。理論の構成をわかりやすくするため，記

号を整理して

w(M)(<p｝)＝w/M), 

B(N)（<ps)=BNs 

sin<psJ(MN)年， <ps)b,s=］ふや

]((MN)(<p"'<ps)D,s=K如

ACN)(<ps)=ANs, 

es j((ON) 
冗(m+l)

(0, <ps) 

m+l 
X I; Sr cos reps• Ur=K~。）S

r=O 

(7 •l) 

(6・13) 

と書くと，左右対称の粟に関する連立 1次方程式は

と書かれる。 (4・12) によると

Coo=l, 

C2o=l, 

C,o=3, 

C。1=1/3,
C21=l, 

CH=5, 

C。2=1/5,
C22=l, 

C,2= -9, 

C03= -11/7 

C2a= -23 

C43=-1200 
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w"（1) Rm  

V 
＝こ I:ANs]紺

N=O S=l 

W≫(2) Rm+1 

V 
= I: I: BNsK品

N=O s=O 

しv=l,2,・・・・・・,ml

wツ(3) R m 

V 
= ~ ~ ANs]紺

N=0S=1 

w"（4) R m+1 

V 
= ~ ~ BNsK糾

N=O S=O 

Aos=-Bos, 

／ 

Bio= -5.05B00, B20=3.09B00, 

(7•2) 

である。これを ANs,BNsについて解けば， J［力分布

が得られる。左右非対称の粟の場合は (7・2)の第 1式

の次に 1,1=m+lにおける方程式を加え，

B1, m+1= -5.05B0,m+1, B2，飢＋1=3.09,B。心叶1

の条件をi添えて，（7・2)を解くことになる。

8. む す び

本報告は計算法理論の骨組みだけを述べたものであ

る。数計値算を行う場合には対数特異点の処理法12)な

どを挿入する必要があるし，また実際問題への応用を

考えるとき，最適標点法に対する翼端条件の導入法の

工夫が必要になってくる。

プロペラの場合はボス側のような矩形翼端と外側の

放物型翼端とを組み合わせたものの計算法を考えねば

ならない。

これらは次の研究課題であるが，いずれも数値計算

の積み重ねによって解決への道が開かれる。
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附録 1

gs('11,)(Y)は

gふ”)(Y)の循環式

1 1 

記（Y)＝―¥ が”
2 -1Jlーが(Y汗が）S/2

d~ 

(I-1) 

で定義される関数とする。

核関数の値を計算する場合，個々のものを直接数値

積分その他の方法で求めるより， gs(”)の循環式を利用

する方が計算が容易である。

(I-1)より直ちに

y2.g冨＝gs(”)-g昇す1)

門eパ1ーが
de (Y丑）s／2]

(I-2) 

の関係を導くことができる。

heh-1(1ーが）

V1ーが(Y2＋的s/2

eh+1 

JF手 (Y吐が）S/2

seh+1(1ーが）

V1ーが(Y2+eり(s+2)/2

であるから，これの両辺をどについて一1より 1まで

積分すると，左辺は 0となる。その式で h-1=2nと

書くと

(2n + l)gs⑱ )-2(n+l)gs<'l1,＋1)-s{g昇す1)-g昇す2)}=0 

(I-3) 

が得られる。

(I-2)の n を n+lで置きかえると

g昇戸＝gs⑱ +1)_y2g冨1)

である。これと (l-3)とより， g昇炉を消去すると

(84) 



(2n+l)g/'11,)＋{s-2(n+ l)}gs<'11,＋1) 

-s(l+ Yりg昇戸＝0 (I-4) 

が得られる。 (l-2),(l-4)より g昇戸を消去すると

(2n+l)g/'11,）+ ｛s-2(n+ l)}g/n+l) 
-s(l + Y2){g/'11,）-y2g冨｝＝0 

となる。やg冨の代わりに (l-2)の右辺を用いると

(2n+l)g/'11,）＋ ｛s-2(n+l)}g/n+l) 

-s(l+ Yりg昇戸＝0 (I-5) 

が得られる。この式を用いると， gs('11,)の nの2つの

値に対する Os(n)の値が知られていれば，それから

g冨の値を計算することができる。

次に (I-2)を用いて (I-3)の Osの，g；n+1) の Sを

s+2に移すと

(2n+ 1) Y2g冨十 {2n+l―公(n+l)やーs}g雷 1)

+ {s-2(n+l)}g昇炉＝0

が得られる。この式の s+2を Sで罹きかえると

(2n+l)匹 s('11,）＋ ｛2n+3-s-2(n+l)や｝g：n+1)
-(2n+4-s)g臼＝0 l 

または

(2n+4-s){g~n+i)_gゃ＋2)}=-{1+2(n+l)四

x {g匹 ーg:n+1)｝＋（1+ Yりgi'11,) ] 

(I-6) 

が得られる。

gl(O), gl(l)の値が知られていれば，（I-5),(l-6)を利

用することによって， n,sのすべての正整数に対する

gs('11,）の値を計算することができる。

Legendre-Jacobi の第 1種および第 2種の完全楕円

積分の表示式は

K(k)= ~ 
冗／2 dO 

E(K)＝¥:/2:：_-KK22SSIInn22: } (I-7) 

である。

k=1|J1十炉 (I-8) 

と侃くと

g1(0)(y)＝＼叫 do = K(K) 
。VT+cos”J1+Y2 

(I-9) 

g1<1)(Y)=~ ＼冗／2 1-sin2 0 do 
J1+ Y2 。J1-K2sin” 

1 

J1+Y2 
=~ {(l+ Y2)E(k)-Y2K(k)} 

(I-10) 
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である。

したがって (I-5),(I-6)の循環式を利用すると，次

数 S がさらに大きいときの g戸）を完全楕円積分で表

すことができる。結果のみ記すと

g3(0) = 
E(k) 

g砂＝
K(k)-E(k) 

Y2(1+ Yり1/2' （1+Yり1/2

g炉＝か（1：T)3/2 [（責＋4)E(k)-K(k)}

1 
g5Cl)= {(1-Y2)E(k)+ Y2K(k)} 

3Y2c1+ Yり3/2

1 (I 8 
g心＝ 15Y4(1+Yり5/2{（石＋23+23Y2)E(k) 

g凸＝

g9Cl) = 

-4(1+2YりK(k)}

1 

15い（1+や）5/2
{(:2+7 Y2-3 yりE(k)

-Y2(1-3YりK(k)}

1 

105Y列l+Yり7/2
{(8+33 Y叶 58Y4

-15YりE(k)-Y2(4+13Y2-15YりK(k)}

(I-11) 

である。完全楕円積分の計算プログラムを利用すれば

g匹 (Y)の値は容易に求められる。

1/I Yl=Oの近傍における g四 (Y)の展開式は

g匹 (Y)＝ 1 『は cos2”° do 
I YIS 。(1+ 1/ Y2 • cos2 0) 

=こ」-｛妬ー文 b四＋2＋！文
2 IYド 2 Y2'2! 2 

Xビ＋1)b四＋4
2. -J Y4 

崎½(f+1)(f+2)停戸＋……｝
(I-12) 

と書かれる。この式は翼端近傍の核関数の性質を調べ

るとき必要になる。ただし

2 冗／2

妬＝一＼ cos2nOdO 
冗 0

1.3.5. ・・・・(2n-1)

2•4•6··· ・・ (2n)

(I-13) 

とする。

附録 II Tnの漸化式

Tnは

T 
" sin2<p’cos n<p'sin<p' 

~=f。 (cos<p ― cos <p'）2d<p' 

で定義される関数である。これを計算するには

(85) 
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ふ＝§冗 sinnp'
o cos <p-cos <p 

,d<p' 

で定義される関数の性質を利用すると好都合なので，

まずふの計算式を求める。

である。

S1=§r sin <p' 
o cos <p-cos <p 

,d<p' 

l dが 1+り
=§ --＝ln―-

-1り'-刀 1一刀
(Il-1) 

Sm1+S”ー1=-2『sinncp'd cp'+ 2 cos cpSn 

゜
であるから，ふの漸化式

2 
S叫 1-2cos cpふ＋S”ー1=--=-{(-1)”ー l}

n 

(Il-2) 

が得られる。ふに対しては

ふ ＝2§ 冗 sin'P’cos'P’
o cos <p-cos <p 

,d'P’ 

=2{(-1)-1) +2 cos <pふ (Il-3)

である。 So=O とみなしても不都合はないから， （II-

2)は n=lの場合にも適用できると考えてよい。

(II-1)と (II-2)を利用すると，任意の正整数 nに

対するふの値を計算することができる。

以上の結果を用いて T” の計算式を求める。なの

式で部分積分を行うと

応叶。冗包＋2）sin(n+2)<p'＋（n-2)sin(n-2)cp'd'P’
cos'Pー coscp' 

一竺＼冗 sinn'P’ 
2 Jo cos'P一cos'P

, d'P’ 

であるから

n+2 n-2 n 
ね＝――-s叫 2+― S正 2一ァS,.(II-4) 

4 4 2 

が得られる。この式は 91こ2のときに適用することが

できる。 n=O,1に対しては

である。

1 
To=S2, T1=~(3Sa-S1) 

4 
(11-5) 

(11-4)はまた

1 
な＝一{(n + 2)(Sn+2 +Sn)+ (n -2)(Sn 

4 

+s”ー2)-4nSn}

と書かれるから，（11-2)を用いると

(86) 

T己［27J(n+2)(S'll,十1 十 S'll,—1)-8刀s'll,—1-4nSn
4 

n+2. n-2 
`+1十 n-1)｛(-1)n-1-11]

となる。さらに (II-2)を用いると

T己 (n+2)［心＋；｛（ー1)”ーl}]-27JS'll,—1-nS” 

+」｛n+2+n-2 {（-1)n-1_1} 
2 n+1 n-1} 

であるから，整理すると

Tn={(n+2)が一n}S”―27JS”―1

＋ 
7）(n+2) 

{(-1)”ー l}
n 

n2-2 
+ ｛（-1)n-1_1} 

n2-l 
(II-6) 

が得られる。この式は n~2 に対して適用することが

できる。

附録 III. 7J=lの近傍における T”

(11-2) より

2 
s'11,＋1 一刀S”＝りS”-S'11,—1+-=-{(-l)”ー l}

n 

(111-1) 

である。この式で n=lと置くと

1+刀
ふ一りふ＝刀ふー4=刀ln~-4 (111-2) 

1-刀

である。 7J=1の近傍では (111-1)は

2 
S叶 1-S店 S”―S'11,―1十一 {(-1)”ー l} (111-3) 

n 

となるから，（111-2)を参照すると，か＝1の近傍では

1サ 2
s'11,＋1-S店 ln~+2{(-1)-1} +t  {(-1)←l} 

である。

1-刀

2 
戸 {(-1ドーl}+……＋-｛（-1)”ーl}3"',.  ・n 

=ln旦ー4[1+½+¾+… ••L臼 3 ・ 5 ・ n 

1 
x-｛1-（-m] 

2 
(111-4) 

(11-6) より， 7J=lの近傍ではなは

n+2 
T正翌(S”― S'11,—1)+--- ｛(-1)”ー l}

n 

n2-2 
+ ｛(-1)忙 l-1}

n2-1 



であるから，（III-4)を利用すると

T店 21nピ -8[1+__!_+__!_+…•• 1 
臼 35 n-1 

1 
x½{l-(-1)n-1}] 

n+2 が一2
- {1-（-1)”} - {1-（-1)n-1} 

n n2-1 

(III-5) 

と書かれる。
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n=O, 1のときは (II-5)を利用する。 7J=l の近傍

では

l+7J 
To=S2与21]S1-4=,=2ln ~-4 (III-6) 

l-1J 

である。また

1 
T1=~ {3(Sa-S2)+3(S2-S1)+2S1} 

4 

であるから，（III-4)により

が得られる。

l+TJ 
T1キ21n-6

1-TJ 
(III-7) 

(87) 


