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Abstract 

Numerical investigation is made of load distributions on planar wings by the lifting 

surface theory developed by T. Hanaoka. Main conclusions are as follows: 

a) In general the solutions by Hanaoka's Method compare favorably with the results 

by other methods. 

b) In the case of parabolic wing tip, the coefficients of the Birnbaum Series, which 

are the solutions of the problem, are infinite at the tip of the wing. 

c) Accurate solutions near the parabolic wing tip cannot be given by the usual 

lifting surface methods, because the singularity of the solutions at the tip of the wing 

cannot be treated well in the methods. This undesirable tendency appears explicitly in 

numerical solutions in the case of the Hanaoka's Method. 

緒 言
法と ModeFunction法に分けられる。航空機の非

平面翼の計算や翼と機体の干渉を調べるとき等にはも

船舶のプロペラとか舵における流体力学的な性質は っぱら前者が用いられるが，平面粟の場合には後者の

航空機の駕におけるそれと同じとみなすことができ 方が少ない計算量で解が得られる。いずれの方法にお

る。翼の三次元流場を計算する場合，普通それを渦面 いても揚力面の計算例は非常に多く，現在は応用段階

に置き換えて解析する。渦面の循環分布密度の値は翼 に入っている。

の形状・姿勢および運動状態が与えられると計算され 筆者は舶用プロペラの揚力面の計算を続けている

ろものであるが，そのためには積分方程式を解く必要 が，翼端近傍の解が未だうまく求まらない1)2) 3)。その

がある。これは揚力面の積分方程式と言われ，一般に へんの問題点を整理して解決することを目的として，

は解析的に解くことができず数値的に解かれる。積分 本論においては平面定常直進揚力面というより単純な

方程式が解かれて渦面の循環分布密度の値が求まる 揚力面について計算を試み検討した。その結果，現在

と，翼に作用する流体力がすべて計算できる。 の揚力面理論の数値解法には未だ問題が残されている

揚力面の積分方程式の数値解法は， VortexLattice ことが明らかになった。

＊推進性能部原稿受付：昭和50年9月25日
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1． 揚力面の積分方程式

奨が Fig.1のように，鉛直上方を z軸とする右手

座標系に固定されていて，これに X軸の正の向きの一

様流れがあたる場合を考える。このとき翼表面の吹上

げ W の表示式は，線型理論によると

『2 

x
 Fig. 1 Coordinates 

翼形状および姿剪が与えられると，翼表面の境界条

y 件から W が決まり，（1.5)式は rを未知数とする特
異積分方程式となる。これが揚力面の精分方程式であ

る。この積分方程式を解いてrが求まると，流体力学

的な諸性能はすべて計算できる。揚力面理論の問題は

結局この精分方程式を解く問題に帰着する。この積分

方程式は一般に解析的に解けないので，数値的に解か

れる。

-w(x,y)＝一上JbJt29 r(¢,y'） 
411: J-bJlt (y-y')2 

[ x-X' 
奴x-X'）吐(y-Y'）2+1 ]dx'dy' 

(1. 1) 

である4)。ただし Fig.1に示す通り， bは半翼幅で

あり， l1''l2'は翼素の前後縁の座標であり， また

r(x',Y')は循環分布密度である。

ここで，

~=(X-Xo)fc, e'=(x'-x。/)Ic' 
どo=~。/c, どo'=Xo'Jc'

Xo= Cl1 +l2) /2, Xo'= Cli'+l2') /2 

C= （l2-l0 /2, C'=（l2'-ll'） ／2 

刀＝y/b, が＝y'/b

と置くと，（1.1)式は

-wee，り）＝一心汀1一翡闘'
[ C(5+5o) -C'（;'崎')
J{C（ど＋どo)-C'（5'＋どo'）}2十が（刀ーが）2

ーヽノ2
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‘

'

、

+1]企’dr;'(1.3) 

と表わされる。さらに

4=b/c', f3=c/c', ~m= (x0-x。')／ C'＝終o-~。I

(1. 4) 

と書くと，（1．3)式は

-w(t刀）＝一上J1『r(5'9刀')え
4冗ー1J-1炉（刀ーが）2

l ―{5'-（5m噂）｝噸'-(Em＋陪）｝吐厨—が）2 ＋1] 
d5’dが

と表わされる。

(1. 5) 

2. 花岡による積分方程式の数値解法註）

揚力面の桔分方程式の数値解法は ModeFunction 

法に限っても Multhopp4)にはじまる Collocation

法をはじめ幾つかの方法があるが，本論の計算は主と

して花岡の解法5) によっている。

この方法は，以下に述べるように，積分方程式(1.5) 

の両辺をどに関して Taylor展開し， その同次の項

の係数関数を等骰して連立積分方程式を作り，それを

解くものである。 Flaxの方法6) は積分方程式の両辺

を直交関数列に展開しその係数関数を等慨した連立積

分方程式によって解を求めるものとみなされるので，

花岡の方法は Flaxの方法に類似したものと言える。

プロペラ翌の場合のように，平均矢高曲線が比較的

単純な形状をしているものでは，積分方程式を直交関

数列に展開するより花岡の方法のように，べき級数に

展開する方が少ない項数でよいし，また，花岡の方法

は核関数の計算が Collocation法の場合に比べて容

易であり，実用上極めて便利な方法である。さらに，

特に非定常翼の場合には，他の方法に比べて計算量が

非常に少なくてすむ応

w(~, 刀)が一 1く~<1 の区間で有界連続なものと仮

註）本節は花岡の解法5)を要約したものであるが，（2.6)式は数値計算用に具体的な形に書き改められている。

また，（2.1), (2.6), (2.9)式では原論文の誤りを訂正している。
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定すると，積分方程式 (1.5)の両辺をどについて

Taylor展開したもののどの同次の項の係数関数は等

しくなければならない。すなわち

-w(O, r;）＝一土i:li〗が(r; ［入r;＇） 2
[―(5'-5m) +1 d5’d' 
臀予m)2立 (r;→'）2 l r; 

-W(1) (O.r;) =—• i>J>
r.入9

{ ce-~m)2十炉 (r; ーが） 2}3 / 2 
dミ’dr;'

-w<2) (0, T)) =-¾rl J>
r • A炉(e'-fm)

｛ぼ一む）ビ炉（刀ーが戸｝ 5/2
dedが

-W(3) （0, 刀)＝iJ:J〗

r.え厨
{（5'ーに）叶だ（刀ーが）2}5/2 

dedが

—農口〗
r.ぇ印（ざーむ）2 

dがdが
｛（ざーむ戸＋が（刀ーが）2｝7/2 

・・・・・・・・・(2.1) 

である。ただし

wい（ど，刀）＝ （ a ッ定） w（5，が（2.2)
とする。

試験関数として Birnbaum級数を用い

N-1 

V 
」=EAn(刀)B啜）
n=o 

=A。(刀V昌＋A心） ✓1-52

+A2(7J)$ ✓f=手＋・・・・・・

+AN一心） ~N-2 ✓i 一守 (2. 3) 

とおき，これを (2.1)式に代入すると

- W(）(O]） ＝ 1『N-1
V 

~ An（いK叫り’,
2冗ー1n=0

炉＝0,1,・・・,N-1 (2.4) 

Kvn=f1B喜） •L忍（2.5)

と害ける。ただし， Vは貿前方の一様流速であり，

L の具体形は (2.1)式から与えられる。

Bn（的，L の具体形から核関数 K,nが計算でき，

その結果は

37 

K。゜＝品[-k~0/12+ Y2k}%+ (1-~m)k｛い］

K。1= え2Y2 [-2むk岬12+2むY疇—k均)/2

+(1-釦平）K畠ー11:12]

K。2=2い[-k竺t2+(1-3ざm+2YりK岬/2
-Y2 (1-3がm+Yりkf%

-3むk!}.恥＋ミm(lー釦＋ 3Y2)kf1/z]

K。戸和[-4~mk埒12+2~m(l-2年＋4Yりk岬/2

-2むY町1-2ざm+2Y2)k黙ーk~恥

+ (1-6~2m+2Y2)k昇/2

＋｛ぞm(l一ざm)-Y2(1-6~2m)-YりK儡

一冗／8］

K10＝デ［（1-む）kJ%-k品］

kn＝丁［一k}％十（1-ざm+Y2)k品ー2むk品］

k亡デ[-3むk以＋5m(1一ざm+3Y2)k昌

-K晶＋（1-3包＋Y2)kJ力］

k13=―P[-k岬12+(1-6年＋2Yりkf%

＋ ｛がm(1一ぞm)-Y2(1-6e2m)-yりK訊

-4むk畠＋2~m(l-2e2m+2Y2)k品］

K20=―戸［玉％十Y2k品＋（1-知）K品］

応誓[~mk訊＋K品］

K22=―;§2 [-2kiい (1-2年＋2Y2)k累

-4むk品］

K23= 一；炉 [-9知k}%+~m(2-3年＋9Y2)k翌2

-3饂＋（2-9ざm+3Y2)饂］

K30＝誓3［ -4(1-5m)K晃＋5Y2(1-~m)k累
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+4k晶ー 5Y2kJ~2]

K31＝亨［饂ー Y2k品＋ ~m饂］

Ka2=亨［怜むk晶＋§饂＋饂］

K33=―戸[-2k拠ー2（ぞm-Y2)k昆＋ Y疇
-4~m饂ー~mk品］

・・・・・・・・・(2.6)

となる。ただし，

てk/]る；。］］1刀ーJ:／］ 5贔―ーどこ〗j2+ Y2}sdel (2 7) 

籾は em=Oの場合零で， emキ0の場合 K罠，

k四， K昆の関数として与えられ，またk;o)の循環式に

より， K昆は， K罠， k;0>,k；出から計算できる5)0 

従って， k~后， K以， K品の関数表を用意すれば核関

数 K"nはすべて計算できる。

核関数 K"nは Y=Oに2位の極と対数特異点をも

ち，

kμn'.:::'.S(u瓢＋I(ッn)（り） lnY (2. 8) 

その積分は有限部分をとるものであるが，連立積分方

程式を連立一次方程式に変換するとき，その具体形が

必要である。 (2.8)式の具体形を求めると

K。。=-A[1+；212+}  ln Y] 
K。l=--冗え4 y2 

K。2刊［｝骨 lnY] 
K。3=--冗え
16 Y2 

K10==噂［i2 -t ln Y] 
k11=-i4［ふ叶 lnY] 
K12=0 

k13＝硝lnY 

k戸租[Yしー象 InY] 
(38) 

(2. 9) 

K21=0 

K22：：：：：：ー籾［｝2噂 1nY] 
K23=Q 

K30＝ー籾[-h音 InY] 

K31＝籾［ーも—¾ In Y] 
Ka2=0 

K33＝ー籾［農2+6 ln Y] 

である。

3. 連立一次方程式への変換

連立積分方程式 (2.4)は連立一次方程式に変換し

て解かれる。核関数 K,nの特異性には，（2.8)式のよ

うに2位の極の他に対数特異性があるので，数値計算

の精度を上げるにはエ夫が必要であろ。 Manglerand 

Spencerの方法8) は精度がよいとされており叫ここ

でもそれを採用することにする。

まず，（2.4)式の被積分関数を

An （が）K,n=A位）[(en) ＠誓~ In|刀ーが1

とお；こーロi;n:；（刀刀刀:-;）/「)：:¢:S刀（；一刀：戸ln|刀/3：［ 
＋ 
R(un)（刀，1)')

から計算される。次に R(unl（り乃＇）を有限 Fourier

級数で表わし

M 
R(un)（刀，が）＝ 2 

M+l m~I 
I; R炉 (<p)

M 

I: sin k<pm sink屈，
k=l 

m冗
cpm= 
M+l' 

R炉 (cp)=R<vnl (cos cp, cos cpm) 

とする。

(3. 3) 

(3. 1)(3.3)両式を連立積分方程式 (2.4)に代入すると



一虻0，刀） ＝上阿］し M6 R炉 (<p)
V 2冗 n=oM+1m=1 

M 

E1 sink<pmJ:l (S;？ぢ'2d刀＇
1 N~1 

＋ー一 ~An(刀)I{un) 切）
2冗 n°';:'o

i1 sip <p’ lnl刀ーがIdが
-1 sm<p 

(3.4) 

である。積分を実行して整理すると連立一次方程式

N-1 M 炉＝0,1,…，N-l 

一外＝n苔五亨 Ai,｛μ=1,2,…，M 
(3.5) 

が得られる。ただし，

が＝w（μ) （O辺立
μ V 

A~ =An（刀m)

Fレn 1-（-1)m-μsin臼
＝ 一μm 2 M+l 

K,n, mキμ

F"n= _ __§_ロ（刀μ) M+1 ＿乃雪砂
呼炉 4sin <pμ sin釦

l COS2仰ーln4 +_  1 
-8.  (M+l) 

~'1-(-l)m-µ 
江
m=12  

sin和 lnl刀μ一刀ml]

μ 
刀μ=COS<pμ, 刀m=COS<pm, <pμ=-n+.. M+1冗

..・・・・・・・(3.6) 

M 

である。区は m=μ を除く総和である。
m=l 

4． 翼に作用する流体力

連立一次方程式 (3.5)が解かれて An(r;)が得られ

ると，揚力面の積分方程式 (1.1)の解である循環分布

密度 rは（2.3)式から計算でき，それによって粟に
作用する流体力はすべて計算される。

翼上下面の圧力飛躍 4pは揚力分布密度 H に等し

く，

LIP=ll =p Vr (4.1) 

である。ただし， pは流体の密度である。

単位幅の翼素に働く揚力 Lは
l2. r1 

L= J:: Lip dx= p Ve f /d~ (4. 2) 

であり，誘導抵抗 D は

D=p化(-w)dx=-pcJ〗 rwd~
であり，また，前縁吸引力 Sは

S=冗pV2cA%（か2

である。

これらの値は

4p L 

39 

(4. 3) 

(4.4) 

D-S LICp = , Cl= Cd= 
-1-pV2 p匹 'pV2c
2 

(4. 5) 

の形で無次元表示される。

5. 数値計算

3つの定常直進揚力面における計算結果を以下に示

す。いずれもキャンバーのない平板翼であり，その平

面型は Fig.2に示されている。

Fig. 3-1-Fig. 3-4は TaperedWing A が迎角

11．がで直進する場合， Fig.4は SweptWing Bが

単位迎角 1radianで直進する場合，また， Fig.5-1, 

Fig.5-2は CircularWing C が単位迎角で直進す

る場合の計算である。

Figs. 3-1, 2は TaperdWing A の場合における

批力係数 Ctおよび語導抵抗係数 Cdの拠幅方向の分

Tapered Wing A 

Swept Wing B 

Circular Wing C 

Fig. 2 Planforms for the wings 
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Fig. 5-1 Chordwise variation of the pressure jump coefficient at刀＝O.0 for the 
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布形である。 Figs.3-3,4は，翼幅方向の位置が各刀 および刀＝0.866における 4CPである。

=O. 58および r;=O.95における圧力飛躍係数 L1Cp Fig. 3-1-Fig. 3-4および Fig.4には，花岡の方法

の翼弦方向の分布形である。 による計算の他に多種の計算結果を載せてあるが，そ

Fig.4は SweptWing Bの場合の刀＝0.20にお れらは Langanand Wangの計算値10)を転載したも

ける L1Cpである。 のである。その中で， Tulinius,Dulmovits, Rubbert 

Figs. 5-1, 2は CircularWing Cの場合の刀＝0 は VortexLattice法による計算であり， Lamar,

(42) 
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Widnall, Rowe, Cunninghamは ModeFunction 

法による計算である。また， Jacobs and Tsakonas 

は Flaxの方法によっている。

Figs. 5-1, 2には，花岡の方法による計算の他，

Collocation法（附録参照）による計算結果を示す。

同図中の VortexLattice法による計算値 (Giesing)

および解析解 (VanSpiegel)は参考文献11)からの転

載である。

以上の結呆を見ると，花岡の方法による計算は，全

般的に他の計算に劣らず精度のよい結果が得られてい

ることがわかる。

ただし， CircularWingの翼端近傍 (Fig.5-2)に

限っては，後縁近傍の値の精度がよくない。

6． 円形翼の翼端近傍における解に
対する考察

前節の計算結果によると，円形翼では翼端寄の計算

値 (Fig.5-2) の精度が悪い。翼中央部 (Fig.5-1) 

の精度を参照すると，翼端に近づくにつれてさらに計

算精度が悪くなることが想像される。本節においては

この点について詳細に検討する。本節の論議は円形炭

の翼端近傍における解の問題に限られているが，これ

(44) 

は放物形翼端をもつ翼の翼端近傍における解の問題3)

に同じものと考えられる。

花岡の方法によって求めた円形翼の翼端近傍の圧力

飛躍係数 L1Cpをさらに細かく示すと Fig.6の通り

である。翼輻方向の標点数 M・を 7,11, 15と増すこ

とによって，より翼端に近の部分の値が求められるは

ずであり，それを示したものである。翼端に最も近い

標点 (μ=1,M)とその隣の標点 (μ=2,M-1)に

おける L1Cpを示した。刀＝0.924における値は， M 

の異なる 2通りの結果が載っているが両者は一致して

おらず，翼端近傍の計算精度の悪さが現われている。

このとき，翼素に作用する揚力係数 Ctの翼幅方向

分布形は Fig.7の通りである。翼幅方向の計算標点

数 M を増してゆくと翼端近傍の値が若干変化してゆ

く。 Birnbaum級数の項数 N （これは連立積分方程

式の連立数に等しく， また Collocation法における

翼弦方向の計算標点数に対応する）を変えると，Clの

値はかなり変化し，特に翼端近傍の様子は著しく異な

り，解析解の値12)に収束していない。

Fig. 8, Fig. 9は Birnbaum級数の係数 An(r;)で

あるが，いずれも翼端で発散し，その傾向は nが大

きいほど著しい。 Fig.8は糞幅方向標点数 M・を変化
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させたものであり， Fig.9は Birnbaum級数の項数

N を変化させたものである。

Fig.8によると，翼端近傍の解は M を増してもな

かなか収束の様子が見られず真値を求めがたい。

Fig.9によると， N を増すほど各An（刀）における

翼端の発散の傾向が強くなる。また， 級数の最終項

A工 1切）の発散の傾向が他の An（が（n<N-1)の

それに比べて強く，これによって Ctの翼端近傍の傾

向 (Fig.7)が支配されている。

さて， Fig.5-2には Collocation法（附録参照）

による計算値も示したが，この方法によると一見問題

がなさそうに見える。しかし，この方法による円形翼

の翼端近傍における圧力飛躍係数 LlCpの値をさらに

細かく計算すると Fig.10の通りであり，花岡の方法

によるものと同様に翼端近傍の計算精度は悪い。以下

Fig.11-Fig. 13に Collocation法による円形翼の計

算結呆を示す。

Fig.11に M 変化および N 変化に対する揚力係

数 Clを示した。 N の増加に対して Ctが殆んど一

定値に収束し解析解12)に近い値を示しているのは，花

岡の方法によるもの (Fig.7)と異なる点である。

Fig. 12に M 変化に対する Birnbaum級数の係
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数 An（かを示した。花岡の方法の場合 (Fig.8)よ

りも， M 変化に対してバラッキが大きい。

Fig.13に N 変化に対する An（かを示した。花

岡の方法の場合 (Fig.9)に比べて， A2⑰)， A“が特

にふ（刀）は翼端近傍以外ではより零に近い。 Ci(Fig.

11)が N 変化に対して安定なのはこのためといえ

る。

花岡の方法および Collocation法による計算の結

果 (Figs.8, 12)から，円形翼の場合， Birnbaum級

数の係数 An（YJ)は翼端刀→土1で発散すること，ま

た翼端近傍の解が安定して求まらないことがわかっ

た。

ところで，花岡の方法においてもまた Collocation

法においても，連立一次方程式への変換の際に，被積

分関数の中の R(＂n)（り，が）を， 翼端が＝土1におい

て零という条件をつけて (3.3)式のようにおいてい

る。核関数 K。n は (2.6)式に明らかなように c'= 

りー炉に比例しているから，仮りに解 An（が）が粟

端が→土1において有限値であるなら (3.3)式の仮

定は妥当である。しかし， An（が）が翼端が→士1に

おいて無限大に発散する場合には，（3.3)式の仮定は

成立しないこともあり得る。本論の計算はこのような

場合にあたっているものと考えることができる。従っ

て，このために翼端近傍の解が安定して求まらないも

のと考える。

Fig. 7と Fig.11を比較すると，花岡の方法による

計算では揚力係数 Ctの値が不安定である。これは，

花岡の方法においては大きな nに対する An（刀）の

精度が悪いことによると考えられる。

花岡の方法においては，核関数 K,nは (2.9)式か

ら明らかなように C/1一ツに比例する。従って，高次（レ

が大）のものほど， 被積分関数 R(μnI（刀，が）の翼端

における発散性が顕著になる。そのために，大きなン

ほど (3.3)式のまずさが著しく，従って Collocation

法に比べて，粟端処理のまずさが強調されて現われろ

と考えられる。

結 言

本論においては， TaperedWing, Swept Wing, 

Circular Wingの3つの平面定常直進揚力面の計算

を花岡の方法によって行ない， 他の計算値と比較し

た。また， Circular Wingの翼端近傍における解に

ついてはさらに Collocation法による計算も試み，

解の性質および揚力面の数値解法における問題点を検

(48) 

討した。その結果，次のことが明らかになった。

1)花岡の方法による計算値は，他の計算法によるも

のに比べて，普通の平面業の場合，全般的には遜色

がない。

2)放物形翼端の場合， Birnbaum級数の係数 An

(1)）は翼端刀→土1において発散する。

3)現在の揚力面理論では，放物形糞端の場合，翼端

における An(1J)の特異性を正しく処理していない

ので，蔑端近傍の解を精度よく求めることができな

い。この欠点は，花岡の方法において強調されて現

われる。

本論においては，放物形腿端における問題点の指摘

と整理にとどまり，その解決策についてはふれなかっ

た。これについては最近の花岡の研究13)14)があるが，

数値計算におけるその検証は今後の課題としたい。

終りに，本研究にあたり終始懇切なる御指導を賜わ

った花岡達郎運動性能部々長に深く感謝の意を表しま

す。
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附録 Collocation法

本文の Figs.5-1, 2, Figs. 10-13に Collocation

法による計算値を示したが，その計算法の概略を述べ

る。

積分方程式 (1.5)を解くにあたり， Collocation法

においては，吹上げ標点（e，刀）を離散的に与え， そ
の標点で積分方程式が満足されるような解を求める。

吹上げ標点としては

μ 
刀μ=COS--&,-.,?:, μ = 1, 2,……, M 
M+l 

2!.i 
茫—cos~r:, 1,1 = 1, 2, ・・・・・・,N

2N+1 

をとる。翼幅方向標点刀μは花岡の方法におけるもの

と同様である ((3.6)式参照）。翼弦方向には N 個

の標点らを分布させるが， これに対し花岡の方法で

は，翼弦中点ら＝0, 1点が選ばれ，その点における

曲り流れから連立積分方程式の高次の式を導いてい

る。（1.5)式においてら＝0とおいたものが花岡の

連立積分方程式 (2.1)の第1式であるが， 逆に花岡

の連立積分方程式 (2.1)の第1式において， !;mの代

わりに !;m+/3•もと置けば (1.5) 式となる。

花岡の方法と同様に試験関数として Birnbaum級

数 (2.3)式を用いると，積分方程式 (1.5)は，（2.4)

式と同様に

_w（ら，刀μ)= 1 J1 N-1 I;A臼 ')K信dが
V 2冗ーIn=0 

と書かれる。この核関数 kしは花岡の解法における

(2.6)式の核閑数 K。n においてどm の代わりにミm
＋戸・らを入れたものである。

また， K’onの Y=Oにおける特異性は

k’砂：：：：：＿｝：『7+pe,B点 ')d5'

＋ 
ぇdB,,,,(e')
2-dP-le' •In Y 

r =~m+fiむ

で与えられろ叫

連立一次方程式への変換は本文第3節の方法と全く

同様にして行なうことができる。

(49) 


