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Abstract 

The theory presented in this paper is an extension of the lifting-surface theories of 

Multhopp for steady flow. New modal functions for pressure distribution on a lifting-

surface are adopted and the range of the validity of lifting-surface theory is extended to 

include the wing tip by introducing the condition "tip-upwash finite". 

The analyses in the previous paper is not available for practical use, because a 

wrong course was taken. They are corrected in this paper. 

ま えが き

揚力而の数値解法には圧力の基本の形 (modefun-

ctionという）を仮定し， それの積み重ねで一般を計

算する modefunction法 (MFMと略記する）と，

糞を多数の boxに分割し， 離散的に仮定した圧力分

布によって解を求める vortex-lattice法 (VLMとい

う）の 2系列がある。前者は積分方程式の核に含まれ

る対数特異性の処理がむずかしく，なかなか精度よい

解が得られないため，最近の評価は芳しくない1)。 し

かし MFMの modefunctionは殆んど揚力面の解

析解とみなされるものが選ばれるので，欠点さえ処狸

できれば，少ない項数で VLMより遥かによい精度

の解が得られるはずである。

本文は MFM の一つの欠点となっている翼端吹上

げの特異性を除く方法について述べたものである。こ

の問題は矩形翼端と円形翼端ではその性質にかなりの

＊ 連動性能部原稿受付：昭和50年9月17日

相違がある。筆者は前著2) でこの問題を取上げたが，

それは筆者の考案した積分方程式の解法3) （核関数展

開法と呼ぶことにする）に限定した解析で， しかも考

えの基本に的をはずれたところがあったため翼端問題

の解決になっていない。本文はそれらを撤回し，核関

数展開法だけでなく，一般の MFM法に適用できる

蔑端問題の解決法を示したものである。

く記号＞

x, y, z 任意点の座標（揚力の働く方向を Z 軸の

正とする）

x',Y', z' 揚力要素の座標

p 流体密度

” 揚力分布密度

斤 ”I(p V2) 

w=上 i1V oz lz=o 
無次元吹上げ速度

(51) 
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の Prandtl関数列が用いられるのが一般である％

即ち無次元揚力分布密度 rを

r=Aん）lo(.;)+A心）ふ (5) ＋ん（砂(~)＋・・・

(1. 1. 1) 

犀）＝＂, An(.;)＝□ 1一ぞ (n;::::,:1)

A紅）＝い2孟Snr1Jrl

x
 図ー1

V 前進速度

b 半翼幅

11, 12 y位置の前後縁の X座標

l{，l2’ y'位置の前後縁の X座標

C= (l←l1) /2, Xo= (lけも）／2

c'=(lz'-11')!2, x。'＝（l1'+lz')/2 

e= (X-Xo) Jc, f'= (x'-X。'） ／c' 

茫 cfc',え＝bfc' 

7J=Yfb,が＝y'Jb

Y＝え切ーがI, Yi= Y/2 

X = (x-1/) I (2c'), X'= (x'-li') I (2c') 

<p=COS-11) 

a(TJ) =cf ✓Iーが
ん(5) 翼弦方向 modefunction。 本文の中では

運算の便宜上4種類のものを使いわけてい

る。

の
¢

速度ポテンシャル

加速度ポテンシャル

1. mode functionと翼端吹上げ

1. 1 mode function 

説明を簡単にするため解析を X軸の負の方向に一定

速度で進む定常直進揚力面の線型理論に限定する。更

に特にことわらない限り揚力面の平面形は前後および

左右それぞれに対称なものとする。

圧力分布の modefunctionとしては，翼弦方向に

は Birnbaum関数列， また粟幅方向には揚力線理論

(52) 

(1. 1. 2) 

のように表わす。この式は単に 2次元薄糞と揚力線の

理論結果を組合せたものである。 Jordan” は円形揚力

面の場合で， Birnbaum関数列が極めてよい近似性

をもつことを数値的に示したが，これまでこの関数列

が最も完備したものであるかどうかの検討がなされた

例は見当たらない。まず本節では圧力分布の基本形か

ら調べてみる。

Pを圧力とすると，線型理論では速度と加速度のボ

テンシャルは

み'[)_J._ p v = ＝---ax 
¢ 

p 

の関係にある。揚力面の境界条件は

1 a</) 
w=――-1 V az lz=O 

(1. 1.4) 

であるから，それに対応する加速度場の境界条件は

(1.1. 3) 

1 0い＝蝕
Vす ~lz=o· -ax （揚力面内） （1. 1. 5) 

¢ I z=o=O （揚力面外） （1. 1. 6) 

となる。

揚力面の流場を加速度場で考えると，不連続面は揚

力面上だけにあり，その外では至るところ連続であ

る。しかも¢は

Ll<jJ=O (1. 1. 7) 

を満足するので，揚力面が特定の形状の場合には加速

度場のポテンシャル問題としての取扱いが可能で，基

礎的研究に有効に役立っている。

ボテンシャル論的揚力面理論が一般のポテンシャル

論と異なるところは，その解が揚力面の周縁で 0にな

るものばかりでなく，平板の場合，即ち (1.1. 5)の

右辺が0となる境界条件を満たす解として，周縁で無

限大になるものを取上げる必要のあることである。前

者は第 1種ポテンシャル，後者は Kinner6)の第2種

ポテンシャルに相当するものであるが， MFMにおけ

る問題点の多くはこの第2種ポテンシャルに由来して

いる。



1. 1. 1 矩形翼端

Landahl7)は asymptoticexpansionの方法を用い

て揚力面の前後縁附近の第2種ポテンシャルの形を求

めた。微小量 cを用いて前後縁附近の場を拡大した

座標

元＝（x-h）/e，え＝Z/c (1. 1. 8) 

によると，（1.1. 7)は

匹西＋ 
定定

=O 

と書かれる。 0/az＝戸麟であるから，（1.1. 5), 

(1.1. 6)は

翌1Z=0=0，え＞0}

<p I z=o=O, ぇく0

となる。この境界条件を満たす (1.1. 9)の解は

<fa=C(y)Re{（元＋1迭）ーm-1/2} (1. 1. 11) 

である。 C(y)は任意常数， m は整数である。

(1. 1. 9) 

(1. 1. 10) 

揚力面の後縁についても同様に

元＝（/2-X)/o:,え＝z/o: (1.1.12) 

によって座標拡大を行なうと，上と同じ方程式が得ら

れるので，その解は(1.1. 11)と同形になる。

後縁では Kuttaの流出条件を満たす必要があるの

で，最低次の項は m=-1であるが，前縁にはこのよ

うな拘束はない。外部領域即ち揚力面全体の解との

matchingによって最低次の m=Oが定まる。揚力

面上の圧力分布は (1.1. 11)でぇ＝0と置いたもので

あるから，前後縁の解を合せたものが (1.1. 2)の入。（的

であり，その第 2 項以下のん(~)は (1. 1.11)の m

の高次の解に対応する。

以上と同じ方法で翼端の解折を行なってみる。翼端

の y座標を bとし，その近傍で座標拡大するため

Y=(b-y)/e,え＝Z/e

と置くと，（1.1.7)は

02¢ 0% 
＋ 

志 江=O 

となる。境界条件

祁 I
肛 Z=O

=0, 
、

＇

、
0
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(1. 1. 13) 

(1. 1. 14) 

(1. 1. 15) 

<PI z=o=O, 

を満たす解は

<jJ=C(x)Re{（夕＋1迭）＿m-1/2} (1. 1. 16) 

である。この場合も C(x)および m は揚力面の解と

の matchingによって定まる。 (1.1.1) では m~-

1となっているが，これの定め方は後節に示すように

なかなかむずかしい。
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1.1. 2 円形翼端

円形糞端近傍の解の形は円形揚力面の Kinnerの解

析解と同じになると考えてよい。 Kinnerの第1種ポ

テンシャルによる圧力分布は

炉＝Cパ戸＝Cパ 1-:2{1ーが

松＝Cウ J戸 cos¢=C怜5JF手(1ーが）

似＝Cs0(2-5r2)/3• v1I=r2 

=C3°(2-5が一5(1ーが）ざ｝ ／3 

x Jtそ八／1ーが

炉＝C診炉v1I=r2cos 2¢ 

=C占(1ーが）ざーが｝ a手 JF→
(1. 1. 17) 

であり，第2種ポテンシャルによる圧力分布は

伽＝Cn
rn 

cos n1Jf 
《1-r2

即ち

¢。= C。
《1-e2外「デ

</>1= 
C1~ 

り互2

釦＝C2{Clーが）ぞーが｝

《1-5バ1ーが

<p3= Ca {(1ーが）が一3が5}
り1-52

である。これは (1.1.1)とはかなり異なる形である。

前後反対称の圧力分布のが方向の関数形は有理式で翼

端吹上げに特異性はない。一方前後対称の圧力分布の

刀方向の関数には 1／り1-刀2 が含まれ， 蔑端吹上げ
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に特異性がある。

(1.1.18)の積み重ねでは平板翼に対する解は腐端

で収束しないし5り また矩形糞の corner部の解は

(1. 1. 1)のような単純なものではない7)。少ない数の

mode functionの積み重ねで粟端近傍まで精度よい

数値解を得るには， modefunctionとしては源弦方

向はそのままでよいとしても，糞幅方向は従来の形に

とらわれない方がよいし，また (1.1.18)そのままの

形がよいとも言えない。要はどうしたら翼端近傍で安

定した数値解が得られるかということで，これが次節

以下に述べる MFMの奨端問題の主題である。

1.2 翼端吹上げの特異性

圧力分布に対し modefunctionを定めると，解法

に強い制限が加わるので，それの選定は MFMにと

って極めて重要である。例えば modefunctionとし

てそれの蔑端吹上げが有限になるものだけを選んだな

ら解は収束しない。したがって modefunctionとし

て個々には翼端吹上げに特異性があってもよい。ただ

それの有限個の組合せによって特異性が消去できるも

のであれば，（1．1.16)における m の低次のもの (m

の低次のものほど翼端吹上げの特異性は高次となる）

まで取上げておいた方が翼端附近での数値解の安定が

よいであろう。ただどこまで低次のものをとったらよ

いかは経験に待つより外に方法がないが，それを支配

するのは蔑端吹上げである。最低次の m を推定する

手掛りとして， modefunction個々の翼端吹上げの

特異性を MFMの一つ， Multhopp法8) を利用して

調べてみる。

mode functionえn(5)を用いると， 揚力面の積分

方程式は

-W（もか＝一――
1 R 

2冗 n=0
匹H『

ー1

x四（刀＇）わ (5，刀；が）物＇
（刀ーが）2

μ凸）＝C（TJ)A心）Jb

犀，刀；が）邦(X,Y1)=tん(e')

゜
x{l+~}dX' 奴X-X'）吐 Y12}

(1. 2.1) 

X= (x-11') I (2c'), X'= (x'-11') I (2c'), 

Y1= ITJ一がJb/(2c')

(1. 2. 2) 

1 

のように書かれる。ただし Hj呪は Hadama-
ー1

(54) 

rdの意味の発散積分の有限部分を表わす。 in(X,Y1)

は influencefunctionといわれ， Multhopp系のM

FMで支配的役割をする璽要な因子である。

1.2.1 矩形翼

i。(X,Y1)！咋は Y1=0のところに 2位の極と対

数特異点をもつことはよく知られている。 Jordan5>お

よび Wagner9>はそれが X=Oのところで 3/2位と

1/2位の極にかわることを示したが，それは矩形煎端

の吹上げ特異性に重要な係わりをもっている。ここで

は更に一般の nに対する in(O,Y1) I Yi2の特異性を

簡潔に示す必要があるので，（1.1.2)のん（ど）を組

みかえ

犀）＝州：，ふパ1ーが，炉豆1-g2

え3(5)＝ （1-5り 3/2, ぇ4=~(1-~り 3/2......

(1. 2. 3) 

とする。 (1. 2. 2)で X=O, X'=Y1sと置くと

i。(0,Y1)= Y凸 fo(Yり (1.2. 4) 

foCY1) ＝•『'1孔口野(1- s )ds 
s 《1+s2

(1. 2. 5) 

と書かれる。

(1. 2. 5)の積分は Y1=0としても収束するので，

この関数に特異性はない。よって Y1=0の近傍では

lo(Y1) = fo(O) + Yぶ(0)+. …••

ただしfo(O)＝J。OO占(1-；い）ds.・・ 1 (1.26) 

fo'／゚；1：］+J:;:I
のように表わされる。これらの常数は

fo(O)=[-¼ ¥] k dk k=0•5 

または

4冗3/2
fo(O) =~, /o'(O)＝一

げ(1/4)}2 

げ(1/4)戸'12J;

(1. 2. 7) 

である（附録A参照）。

同じ連算を後縁について行なうと

1/Y 
ioCl, Y1)=-Y1312J:1Y1✓d 

0 • 1-Y1s 

X{1-.;1s+S2}ds十冗 (1. 2. 8) 



55 

であるから， io(l.Y1) I Y12は Y1=0のところに 2位

と1/2位の極があることがわかる。

更に n>Oのときの前後縁における 1五/Y12の特異

性を同じ方法で求めると

in(O, Yi)= Y1n12+i fn(Y1) n:奇数

in(O, Y1) = -Y1 <n.+1> 12加(Yi) n:偶数

in(l, Y1) = -Y1n12+1 In(Y1)十冗b叫 1 n:奇数

似 1,Y1) = -Y1 (n+l) /2加（Yi) n:偶数

(1. 2. 9) 

ただし

1/Y 
fn(Yi) =2nJ:1y1 {s(l-Y1s)J n/2 

゜
x{1-~}ds 

臼＋s2

hn(Yi) =2n-l『.1(1-2Y1s) {s(l-Y1s)} <n-1> 12 

゜
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(1. 2.10) 

n:偶数

n：奇数

n=O 

(1. 2.11) 

であるから， inlY12の特異性は

以0,Yi)J Y12,_,y1-112八(0),

i2(0, Yi) I Y12,_, Yi -1／丸（0)

以1,Y1)/ Yi2--Y1-112 f1(0)＋冗如 Y12

以1,Y1)/ Y12--Y1-112 h2(0) 

(1. 2.12) 

となる。その係数は

/1(0) =h2(0) = -4.fc。'（0) (1. 2. 13) 

である。

(1. 2.1)で (1.2.3) のえn(~) に対応する吹上げを

Wn(~ ， r;) の記号で表わすことにし，ぇ。(~)にかかる刀

方向の modefunctionを

A。⑰)=Fパ1ーが

と仮定すると，と＝ー1の吹上げは

(1. 2.14) 

W。(-1,刀）＝
Fふ(O) l 

2 ✓虹T
HJ 迂1-り92 心'

ー1|り一が 13/2 

+ R. P. (1. 2. 15) 

である。ただし A=b/c, R. P. は regularpartを

意味する。この式から刀＝1の近傍の Woを求めてみ

る。

1-h{:1とすると

W。(-1，刀）＝閏（包HJ1✓戸
2冗 ✓A 叫ーが 13/2

dが

+R.P. 

= Fふ (O)H{f1J ✓1 一刀' dが
2冗 ✓A -lJIL切ーが）3万

+J:cf旱＇／ 2祝｝＋R. P. (1. 2. 16) 

となる。部分積分を行なうなどして有限部分を求める

と

F。fo(O)Wo(-1,刀)＝-In  (1-刀)＋R.P. 
2冗 ✓A

(1. 2.17) 

が得られる。即ち前縁 cornerの吹上げに特異性が現

われる。 (1.2. 7)の fo(O)を用いると (1.2.17)は

Garner and Miller10)の示した式と一致する。 ここ

では cornerの特異性を前縁吹上げから求めたが，

Garner and Millerは翼端吹上げによって求めてい

る。

n=l,2の場合， in(O,Y1)!Y12の特異性は Y1-112

であるから， An（刀）の分布形が (1.2.14) と同じな

らば，粟前縁 cornerには吹上げの特異性がないこと

は同様の計算で確かめられる。 これは既に Rayand 

Miller11)が数値計算で確認している。また

A。⑰)=（1ーが）mlz m:2::3 (1. 2. 18) 

として W。(-1，刀）を計算しても前縁 cornerに特異

性は現われない。次に

An（刀）＝
Fn 

✓1ーが
n:2::1 (1. 2.19) 

として n>O の Wn(~，刀）を計算してみる。

(1. 2. 1)の核関数は前後縁以外のところでは刀＝が

に2位の極と対数特異点があるので，それに対応する

(1.2. 19)の圧力分布の認端吹上げを調べてみる。

" Inhーが 1物'=-In2 
冗ー1 ✓1- 刀92

であるから核関数の対数特異性による奨端吹上げは有

限である。よって 2位の極だけを取上げると

Wn(~, り青冒此）HJ: 正喜＇刀ーが）2
+R. P. (1. 2. 20) 

である。これの運算を行なうと

w喜，り）＝Fふ (X,0)HW✓1ーが
2 ✓211:A --l.lti切ーが）2

dが

(55) 
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-『物'}1 +R.P. 
h J1一が（刀ーが） 1-刀

＝信乳翌{[~]パ
物'!1 d刀＇叩幻—り')― h J□(刀ーが） ｝ 

1 x~+R.P. 
1-刀

(1.2.21) 

であるから，（1.2. 19)の圧力分布に対し前後縁を除

けば翼端吹上げに特異性のないことがわかる。その前

後縁を調べてみる。 (1.2. 12)で示したように n=l,2

に対して in(X, Y出咋は前後縁に 1/《|刀ーが 1の

特異性があるので，それに対応する翼端吹上げを計算

すると

叫ー1,り)＝ J-AFふ (O){J7 d刀'
~lJh./（刀ーが）（1ーが）

＋『 ~}+R.P
り《（が→） （1ーが）

=“_Fふ(O)ln(1→)+R. P. (1. 2. 22) 
8冗

のように前縁 cornerに (1.2.17)と同じ形の吹上げ

特異性が現われる。同様にして妬等の吹上げ特異性

を求めることができる。 i1(l,Y)!Yi2には Yi-I/2の

外に Y戸の特異性が加わるが， 2位の極からは吹上

げに特異性が生じないことは(1.2. 21)で示した通りで

ある。よって

叫 (-1乃）＝―“厄hSS))__ln (1一り）＋R.P.
8 T 

叫 1,刀）＝一《AFふ(O) In(1→)＋R.P. 
8冗

叫(1, 刀）＝一 ~ln(l→)＋R.P.
8冗

(1. 2. 23) 

となる。

1. 2. 2 楕円翼

(1. 2. 2)の変数 X, X'を X=(l十ら）／2, X'= 

(l+e')/2によっても， 5'に変えると

叫冒51, Y1)＝廿~Iん（e')

叶1+7"(喜9;；+Y2}必＇（ 1.2.24)

である。これを

ln＝甘ー1んce')de

犀， Y)＝ザ叫') 5-5' d:’ 
2 -1J(5-5'）吐 Y2

(56) 

叫旦 Y1)=ln+ jn(~. Y) 

Y=2Y1=.i1I 1Jーが 1

(1. 2. 25) 

と書き， .iln(~) については

ぇー1=-l/✓i-fl, ぇ。(:)=＿EI ✓1 一ざ，

え1(~)= ✓1ーが，ぇ2a)=~ ✓i-• ざ，

えn=~n-1 占ーど2

(1. 2. 26) 

のように前後対称と反対称のものに分けてしまうと，

lnは対称分布， jn(O,Y)には反対称分布だけが関与

する。それで吹上げもこの 2つの系列に分けて考え

る。

1. 2.2.1 対称分布

nが偶数のとき ln=Oで奇数のときは

L1=―廿l d; ＝ー訪
2J-1 ✓~ 2 ゜

l。=0 

l 
1 r1 ~2n-2_~2n 

2た 1万 J-1:i-52心＝告(b狂ー2-b2n)

(1.2.27) 

となる。加は (1.2.11)に示す常数である。

これに対する吹上げは Kinnerが揚力線と言って

いるものに該当する。

C(刀)＝a ✓iーが (1. 2. 28) 

v 
V 

A正 1=F2n-1 
り1ーが

(1. 2. 29) 

とする。 b/a=Aと書くと

v 

如正1⑰)＝｀；岱 HJ〗灼凸；＇）2

＝一
和必n-1 1 

rrA 1ーが
(1. 2. 30) 

となり，吹上げは翼端に 1位の極をもつ。また

ふi-1＝応坪ー1{1ーが

とすると，翼端吹上げは

(1. 2. 31) 

ら心）＝誓l已 HJI-1-1)/2 
9 2む'2nA --J-1（刀ー刀）

＝凡n_J2ーHJ11ーが
nA --h⑰ーが）2

dが＋R.P.

A 

＝一凡n-1l2n-1
冗A

ln (1-刀)+R.P.

(1. 2. 32) 

のように対数特異点をもつことになる。



1.2.2.2 反対称分布

翼端吹上げの特異性は翼弦中点における吹上げから

求めると計算が容易である。対称分布に対して jn

(0, Y)=Oであるから， nが偶数の場合だけ取上げ

る。

(1. 2. 1)の右辺の積分から吹上げに特異性が現われ

るとすれば，それは jn/y2の Y=Oにおける極およ

び対数項に由来する。 7J=COS<p と置くと， （1. 2. 28) 

で表わされる半弦長は c(7J)=asin<pである。 7)=1 

で切ーが 1→0のとき

lim Y = lim ~=O (1. 2. 33) 
P’→o a sm <p I戸'|→0

であるから， 翼端吹上げの特異性は jn/y2の極およ

び対数特異項だけについて調査すればよい。計算を行

なってみると対数項は翼端特異性に関係ないことが確

かめられるので，核の対数項関係の運算は省略する。

が0,Y)! Y2の2位の極の係数 jn(O,0)は

jo(O, 0)＝ ザが
2 J-1り1-52

d←ユふ2
2 

恥 0,0)＝-W汗 (1ーが）
2J-1 り1-52

d~ 

＝ー王(b2n-b研＋2)
2 

(1. 2. 34) 

のように表わされる。

(1. 2. 29)および (1.2. 31)と同じに

V 
V F四A2n= 

a-7J2 
(1. 2. 35) 

ふn=F2n./I-刀2 (1. 2. 36) 

と仮定すると，それに対応する翼端近傍の吹上げは

叫 n（刀）＝一
F2辺n l 

冗A lーが
+R. P. (1. 2. 37) 

和 jzn
心（り）＝一 ln(l→)＋R.P.

冗A

(1. 2. 38) 

となる。

Kinnerの解 (1.1. 17), (1. 1. 18)と同じように，

ふ紅）を刀の有理式で表わすと，翼端吹上げに特異

性は現われない。

1.3 翼端吹上げ有限の条件

前節に示した糞端吹上げの特異性を避ける最も単純

な方法は，そのような modefunctionを (1.1.1)か

ら除外することである。例えば矩形状翼の場合

00 

An(r;) = (1ーが）m12I;Snrが
r=o 
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(1. 3.1) 

とし， n=Oでは m=3,加コでは m=lというよ

うに m の次数を増せばよいし， また楕円翼では A.“

（刀）をすべて有理式で表わすようにすればよい。しか

しこうすると数値計算で収束解がなかなか得られない

という不都合に出合う。それで解析解を参照して最低

次の mを定め， それによって生じる翼端吹上げの特

異性は互に消し合うように Anの組合せを選ぶ。この

方法は既に Kinnerの理論の中に見られるが，数値

解法で取上げた例は無い。以下に翼端吹上げの特異性

を消す方法，即ち翼端吹上げ有限の条件について述べ

る。

1.3.1 矩形翼端

(1. 1. 16)を参考にして翼福方向の圧力分布を

A。⑰)=｛1ーがF凸）

_1 A喜）＝凡（刀l n> a-刀2’

のように置く。

} (1. 3. 2) 

この圧力分布に対する翼端前後縁近傍の吹上げは，

(1. 2. 22), (1. 2. 23)を参照すると

w(-1,刀)＝_F。f咆 In(1一刀）＋ J肛 (O)
2冗 VA87T:

x (F1 -F2) In (1-刀)+R.P. (1. 3. 3) 

w(l,刀）＝一直8f;（O)（Fけ和ln(l→)＋R.P.

(1. 3. 4) 

のように表わされる。ただし Fn=Fn（土1)である。

F1=-F2 (1.3.5) 

ならば後縁 cornerの吹上げの特異性はなくなる。更

に

4F。fo(O)-A/1 (0)・(F1-F2) =0 (1. 3. 6) 

ならば前縁 cornerの吹上げの特異性もなくなる。

(1. 3. 5), (1. 3. 6)および (1.2. 7), (1. 2. 13)により

F1 凡 24が 1.370 
=----＝ ＝ F。 F。A(I'(l/4)} 4.  A 

(1. 3. 7) 

が得られる。即ち，矩形粟端では吹上げを有限にする

には，そこで圧力が無限大になるような項が必要で，

それは縦横比に逆比例して増加する。 A=b/cの Cは

翼端における半弦長をとる。

1.3.2 円形翼端

Kinnerの解を見ると， 前後対称分布にかかる翼幅

方向分布形は Fn@）／灯1ーが， これには腐端吹上げ

(57) 
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に特異性がある。一方，反対称分布にかかる翼幅方向

分布形は刀の有理式で，吹上げに翼端特異性はない。

したがって基本解の吹上げ特異性の消去は対称分布の

中だけで行なうわけで，完全には消えない12)。数値解

法の場合にこのようにすると収束が悪くて実用になら

ないから，反対称分布の翼幅方向分布形も対称分布の

ものと同形にし，両方で吹上げ特異性を消去すること

を考えてみる。

Fn(刀) (X) 

A賣）＝ ，F心）＝区 Sm(1ーが）r
灯ーが r=0 

(1. 3. 8) 

と置くと，（1.2.30)と (1.2. 37)とより翼端近傍の

吹上げは

1 q q 

w(O,刀）＝― rA 1]が{'I'/,苔凡n-if2n-1+ntOF心｝
+R.P. 

ただし Fn=Sno

のように表わされる。したがって

q q 

I: F四—1 んn-1+ I: F2心n=O (1. 3. 9) 
n=o n=o 

とすれば翼端吹上げの特異性は除かれる。

F2n-1 =F-1, F2n=F。 (1.3.10) 

とすると，（1.2. 27), (1. 2. 34)により

q 

l (1. 3.11) 

王。和j2n＝怜譴o I 
も凡n-,l四ー1= —エ如F-l
n=o 2 

となる。 bnは収束の悪い数列であるから， 項数を多

くとるだけで吹上げ特異性を消すのはなかなかであ

る。

(1. 3. 9)を厳密に満たすためには翼弦方向 mode

functionの最終項に

t2q ど2q+l
A四＋］＝ ， ぇ四＋2=~ (1. 3.12) 

./1-52 灯ー：2

F。喜ミ 戸
1+~ 
8, -F。~2q✓—-

1+~ 

となり， Kuttaの流出条件が満足される。

以上を見ると少ない項数で Kuttaの条件と翼端条

件の両方を満足させるには，反対称分布についても菰

幅方向分布形が (1.3. 8)の形をとることの必要性がわ

かる。

結局，圧力分布の modefunction表示としては

2'l_±I 1 2q+1 
r= EぇnAn⑰)＝ 1 Eぇn凡（刀）;;Q ••- -••'/ / ✓I=元 n=0

(1. 3.14) 

ぇ。ぺ昌えパ1ーが，ぇ2=：平邑

入正が {l-5釘 伍＝e2q-1./1一ざ，
--

如＝e吋1予
1+e 

のように表わし，

Fn（士1)=(-l)nF。

(1. 3.15) 

(1. 3. 16) 

とすれば翼端吹上げの特異性は除かれる。 -<nの nが

偶数で終るときも同じで，（1.3.15)の最終項の mode

functionはぇn=c;n-1立1-5)I(1十む）ーとする。 (1. 

3.15)と (1.3.16)によると

R 

区えn(e)Fn（土1)=0
n=O 

(1.3.17) 

が得られる。これが翼端吹上げ有限の第1の条件であ

る。

F心）は刀の有理関数と仮定しているので刀＝1

の近傍ではこえnFn（かは 1一刀に比例し，したがっ

てrはり二うに比例することになる。即ち個々の An

⑰)は炭端で無限大であるが， それの総和（揚力係

数）は翼端で 0になる。

以上のようにすると翼端吹上げ特異性のうち極の部

分は除かれるが，まだ対数特異性が残っている。 (1. 

3.8)の 1ーがの係数 Sn1について（1.3.16)と同じ

を配置すればよい。これの翼幅方向分布関数が翼端で に

F四＋1=F-1, F四＋2=F。 (1. 3. 13) 

ならば，

q+1 
~F四ーif2n-1=0, I:.1 F2nj2n=O 
n=o n=O 

となり，（1.3. 9)が満足される。更に F。=-F_1 と

すると，ぇー19 ぇ。およびぇ四＋1, え四＋2 による源弦方向

の圧力分布は

(58) 

Sn1=(-1)ns。I (1. 3.18) 

になるように Sn1を定めれば，吹上げの対数特異性

は消える。 Sn1についても (1.3.17)と同じに

R 

区えn(~)Sni=0 
n=O 

(1. 3.19) 

が成立つ。これが翼端吹上げ有限の第2の条件であ

る。



2. 数値解法と翼端問題

2. 1 Multhopp法における翼端問題の処理

従来， MFMでは A心＝土1)=0と仮定し，翼端

次上げの特異性は無視している。既に前章で説明した

ように， この modefunctionによると制約が強過ぎ

て翼端附近で解が安定しない。そこで前章の解析結呆

に基づき翼端附近の解が精度よく求められる解法を組

立ててみる。矩形翼端と円形翼端とでは少し計算法が

異なるが，ここでは円形翼端の場合だけを取上げる。

前章では半翼弦長 Cを (1.2. 28)のように書き aを

一定と仮定したが，一般には

c(r;)/b=a(刀){1ーが （2. 1. 1) 

である。この a(r;)をえN(f)にかかる r;方向分布関

数 A(N)切）と組みにして

F(N)（か
a(r;)A1N>(r;)=~ (2.1. 2) 

《1ーが

と情き， F（N)切）を前章の Fn(r;)と同じに取扱う。

a(r;）は r;＝土1で有限確定値をとり，それは

a(1)＝ lime(<p）＝1巫」
¢→o b sin cp b dcp ]'P=o 

から求められるものとする。ただし r;=coscpである。

G(N) （¢, ¢'）＝F(N) （が）iN(f,刀；が） （2. 1. 3) 

と書くと，（1.2. 1)は

1 R 
-w(~, r;)=-+ 2冗長。HJ。冗

X 
G(N> (<p, <p') sin'P’ 
(cos cp-cos <p')2 

— dcp' (2.1. 4) 

のように表わされる。この核関数には対数特異性があ

るので，実用計算ではここで Manglerand Spencer 

13)のようにしてそれを精度よく積分する演算を挿入し

なければならないが，理論の明確さを保つため，それ

を行なわないまま解析を進める。 (2.1. 4)の炉につ

いて部分積分を行なうと

-w(~, 刀)=1 £{G(N) （<p,冗)＋G(N)（<p，0) 
2元― N=o 1+e＋刀 1+e-刀｝

_ 1 £ HJ冗（疇')G(N)（<p，<p＇）d<p’ 
2冗 N=-0 JO cos <p -cos<p’ 

(2. 1. 5) 

である。漢端条件 (1.3.17)により，右辺第1項は 0

とみなす。

2 m+1 
G(N) (<p，炉）＝区 CsG(N)(¢,¢s)

m+l s7o 
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m+1 
X I; er COS加 scos r炉 (2. 1. 6) 

r=O 

1/2, s, r=O, m+1 

と置いて (2.1. 5)の積分を行なう。ただし

<ps=S冗/(m+l), cs,r={ 
1, s, rキ0,m+1 

とする。

w(ep,刀）三wり(¢)， G(N)（¢,¢s)＝Gs(N)(¢)

(2. 1. 7) 

Sn(<p)=f元 sinn<p'
ocos cp-cos炉

dip' 

と書くと，（2.1.5)は

-w(pl(<p）＝ 
1 R m+1 

冗(m+l);;o t:o 
ここ o:sGs!N)位）

m+1 
x区 c:rrcosrcpsSr(<p) 
r=l 

(2. 1. 8) 

となる。

Sn(<p）はり＝土1に対数特異点をもつ関数で， r;=

1の近傍では

lim Sn (<p）：：：：：：：n In ~±!l + Vn (2.1. 9) 
1/→1 1-刀

のように表わされる（附録B参照）。¢→0のとき

-W(p）位）の中の Inビ刀を係数にもつ項を一w(p)＊
1-刀

で表わすと

R m+1 
lim-W(p)＊（<p）＝ 1 区こ CsGs(N)（<p）
'P→0 訳(m+l)~o s~o 

m+1 
X I; er戸cosreps ln 1+刀
r=1 1-刀

(2. 1. 10) 

である。 右辺の In1+刀
1-刀

の係数は(2.1. 6)を炉で2

回微分して <p’=0とした式に相当するので

<)2 R 
lim-W(p)＊（<p）＝一_LE
P→0 2T N=0。<p／2

G(N) （O, <p'） 1<p'=o•ln~+ 刀
1-刀

と書かれる。

(1. 3. 8)の第2式によると

d2 
F(N) （<p）|<p=o=Sn1 

d炉

(2. 1. 11) 

であるから，（1.3.17), (1. 3.19)の翼端条件を用い

ると

R 02 
区ー一N'::o ocp'2 

c<m (0, cp') I'{''=o=O 

が得られる。結局

(59) 
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-W(p)(O)＝ 
1 R m+1 

訳(m+1)N=o s=0 
ここ CsGs(N)(O)

m+1 
XI; む戸cosreps• Vr (2. 1. 12) 

r=l 

となる。一w(p)（冗）についても同じ方法によって同形

の表示式が得られる。

以上，前章で導いた翼端条件が数値解法の中でどの

ように使われるかを具体的に示した。

両翼端では (1.3.16)の関係があるので，そこでは

F(O> (0), F(O)は）がわかれば他は定まる。 <p=<p戸＝ン冗

/(m+l)とすると， F（N)（¢u) の未知数の数は mx

(R+1)+2であるから，（2.1.8)と (2.1. 12)の連立

方程式からそれらが得られる。F(O)（O)，F(O)は）は単に

他の位置のF (N)（¢u)を求めるために必要な量で，最

終解として表面に現われることはない。したがって，

w(p)(0)としては， Pをいずれか一つ定め，翼形状か

ら limw(p)（<p）を求めたものを用いればよい。
P→ 0 

2.2 核関数展開法における円形翼端の特殊性と対

応策

核関数展開による数値解法では核関数を展開したた

めに，円形翼端の場合，一般の MFM とはまた別の

新たな特異性が糞端に加わることになる。これは核関

数展開法特有の翼端問題であるが，これまでそれの処

理を特に考えなかった。一般の翼端問題に入る前にま

ず本節ではその問題について，従来の modefunction 

を用いた場合の対応策を考えてみる。ただし矩形翼端

では従来のままでよい。

揚力面の積分方程式を核関数の Taylor展開によ

つて連立積分方程式に書き改めると

1 R 
-W(M) （刀）＝一一2冗記。H『_1

XA(N)（刀')K<MN)（刀，が）dが (2.2. 1) 

ただし

w<0> (r;) =w(O, り）， W （K) （り）＝（責）kwa, 刀） l~=O

(2.2.2) 

K(ON)（刀，が）＝人『えN(e'){ ：1 -
2J-1 Y2 l✓~ 

l}庇

K(MN)⑰，が） ＝一 (-1)2m§Mi〗

立 N(5り(iJ ¥M ざ
詔） Y勺 y2+e12dざ

(2.2.3) 

(60) 

である。この式の A(N)＠)は（1.1.1)のAn(r;)と同

じ意味の modefunctionとする。な(:)を (1.1. 2) 

と同じに Birnbaum関数列とすると，核関数 K(MN)

は次に示すように Y=Oに2位の極と対数特異点を

もつ。即ち

K<OO) ～ぇ｛ーーも(1 十玉）一½ln Y} 

K<Ol)＝一ェニ
4 y2 

K(02)~］（ふ情InY) 

K(IO)～叫}-½In Y) 

K(l"～ゅ（｝叶InY) 

K(20)～籾凸—fin Y) 

K(22)～徊(--h+½In Y) 

K(30)～籾(}-〗In Y) 

K(31)～碍十—炉In Y) 

(2.2.4) 

である3)。 （2.2.4)からわかるように核関数 K(MN)

の特異性は Y=O におけるもののほかに翼端に 1/c'

の高次のものが加わる。これは modefunctionとし

て低次のものをとったのと同じ効果をもっているの

で，それを無視し，形式的に数値積分を行なったので

は翼端附近で解が安定しない。それでそれらの特異性

を分離して

K(MN)＝ ¢MK(MN) = ｛a（り）｝M
i（刀ーが）2 {a（が）｝M-l

X 
(1ーが）M/2 k<MN)（刀，刀＇）

(1-炉） （M-1)/2 （刀ーが）2

(2.2.5) 

のように表わし，（2.2.1)に適用すると

-W(M)切）＝ {a（刀）｝ M R I: (1ーが）M/2
2冗 N=O 

叫lA(N)（が）K（MN)（刀，が）
-1 {a（が）｝M→（1-炉）（M-1）／2(T)一り）/ 2 d刀'

(2.2.6) 

と書かれる。

運算をしやすくするため，上式の被積分関数の一部

を

H(MN)（<p，<p'）＝ A(N)（刀')k<MN)(TJ, TJ') 
{a（が）｝M-1(1-炉）（M-1)12-k' 



K州M-~}
(2.2. 7) 

と書き， これを

H<MN)(<p,<p'）＝ 
2 m I; H<MN)( 

m+l s--;-1 
<p, <ps) 

”t ． 
x 区 sinr<ps sin r<p' 

r=I 

で趾きかえ，がの積分を行なう。

<p＝<pe＝J.Jrr/(m+l) 

とすると

R m 
-W(M)（作）＝ I: I: {a(<pv)} M 

N=O s=I 

(2.2.8) 

xH(MN>(cp,, <ps)C~や（2.2.9)

と苫かれる。この式の c~やは

釘 r （作）c炉＝ 1 ミsinrep slr (M) 
m+1r=1 

(2.2. 10) 

I;M）り）＝（1-1)7r2)M/2Hi〗

I 

X 
sm rep 

(1ーがデ（刀ーが）2
dが (2.2. 11) 

によって与えられる。

M=0,1に対しては

c(M) ＝1-（-1)戸 sin¢s(sin¢")M

” 2(m+l) (cos cp,-cos <ps)2' 
レキS

c(M)=_ m+1. M-1 
” 4  

(sinり

(2.2. 12) 

である。

M~2 に対しては，（2.2. 11)の被積分関数に

1 1 1 
(1ーがり（刀ーが）2＝1ーが（刀ーが）2

1 刀＋刀
―lーが (1ーがり（刀ーが）

(2.2. 13) 

の恒等式を適用すると，常用の方法で発散積分の有限

部分を求めることができる。

H(MN)位， cp')は炉刊＇に対数特異点があるので，

それに対する補正演算を挿入する必要があるが，それ

は (2.2.13)の右辺第 1項に対応する所だけで行なえ

ばよい。

M=2, 3の場合

D(M)=1 
m 

,s 
m+l ;;;1 

工sinr¢sJr(M)(cpり

(2.2. 14) 
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炉 (<p)＝（sin<p）M-2flsin r<p'・（r;＋が）,f-dが
冗 ー1(1 ー炉）（r; — r;')

(2.2. 15) 

とすると，

ciや＝ C9-2)-D：ゃ (2.2. 16) 

である。 J炉(<p)には

J門(¢)＝ 0,JiM)（¢)＝一(sincp)M-2 

jiW(¢)-J；町（cp)= -4(sin cp)M-3 

x sin rep cos cp (2. 2. 17) 

の漸化式があるから，逐次値が求められ，（2.2.14)に

よって D;りを計算することができる。

M>3のときは (2.2.13)の恒等式を更に重ねて行

なうことになるので，運算は少し繁雑になる。

2.3 核関数展開法における翼端問題の処理

(1. 2. 24)の inは揚力面の翼弦方向の吹上げの分

布形を表わす関数である。このうち (1.2. 25)の lnは

翼弦方向に一定であるのに対し， jnはどの関数とな

っている。そしてこれには

如（一5)＝ー如(f)のとき

如（一5,Y)＝知(f,Y) 

ぇ四ー1(-f)＝え坪ー1(5)のとき

j紐ー1(-f,Y)=-j正 1Cf,Y) 

(2.3. 1) 

の性質がある。 l2n-1キ 0 で， これに対応する吹上げ

W研ー1は前後対称であり，また j2nに対応する吹上げ

叫 nも前後対称である。 (1. 2. 30), (1. 2. 32)および

(1. 2. 37), (1. 2. 38)に示すようにこの 2組の前後対称

の吹上げに対してのみ粟端に吹上げの特異性がある。

したがって刀方向 modefunctionを (2.1. 2)の形

に仮定すると，（2.2.1)の M が偶数のとき翼端に特

異性が現われるはずである。以下これに対する処理法

を示す。

(2.1. 2)の記号を用いると，（2.2.7)の H(MN)li 

H(MN) (cp,炉）
F(N)（が）K（MN)（刀，が）
{a（が）｝M(l-炉）M/2-k

(2.3.2) 

と書かれる。

M=Oのときは K(ON)（刀，が）は iN(O,刀；が）に等

しいから， 2.1節の運算をそのまま利用することがで

きる。 (2.1. 8), (2. 1. 12)の G(N)s(<p）を H<ON)(<p， 

<ps)で置きかえたものが w<O)(<p)に対応する。即ち

(61) 
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1 R m+1 
-W¥O)(¢)＝ E E esHs(ON)（<p） 

冗(m+1)N=o s=0 

m+1 
X 1: err COS rcpsSr(cp) 
r=1 

1 R m+1 
-W(Ol(O)＝ こ区 CsHs(ON)（O)

冗(m+l)~o s';"o 

m+1 
X ~ er炉 cosreps Vr 
r=l 

(2.3.3) 

である。ただし Hs<MN)位）三H(MN)（c,<ps)とする。

M が奇数のとき， H<MN)には 1/{1一炉がかか

っているので，

L(MN)（¢, ¢'）＝ ｛｛1一炉｝｛1-(-l)M)/2

H<M N) (<p, cp') (2. 3. 4) 

と置くと， L（MN)（¢,¢＇）は翼面上の至るところで有

限である。それを (2.1. 6)の Fourier余弦級数で骰

きかえて (2.2.1)のがの積分を行なう。 W(1)は翼

端に特異性がないので運算は単純で，

-W(l)(cp)=a（心《1ーが

R m+1 
X I; I; csLs (IN)位）Ms(t) (2.3.5) 
N=O s=O 

のように表わされる。ただし

1 m+1 
M心）＝ I; Sr COS Y<psm心） （2.3.6) 

m+l r:"1 

mr(<p）＝上Hi冗 COSr<p' 
冗 o(cos cp-cos cp') 

9 2d<p’ 

(2.3. 7) 

である。 mr(cp)は漸化式を用いると逐次その値を求

めることができる。り~ーがmr(cp)l'f=o= 0 であるか

ら， W（1)（<p）は cp=0'冗に特異性はない（附録C参

照）。

M=2のとき

-W(2）位）＝ ｛a ；：） }2 嘉。(1 ーが）HJ〗

X 
H(2N)（<p，<p＇) 

(1-炉）（刀ーが）2
dが (2.3.8) 

である。 (2.2.13)を用いると

R 
-W叫）＝｛a（か｝2EHlH(2N)(<p，¢'）

2冗 N=o i_1 （戸＇） 2

X dが一 {a（か｝2£叶
2冗 ~o J-1 

(62) 

X 
H(2N)(¢, ¢'）（刀十刀')

(1-炉）（刀ーが）
dが (2.3.9) 

と書かれる。右辺第 1項は W(O)の場合と同じように

するとり＝土1でも有限な値が得られないが，第2項

は

1 __ 1 r 1 
(1ーがり（←砂＝口｛戸'―1刀一言｝

(2.3. 10) 

の恒等式をあてはめてみると容易にわかるように特異

性が現われる。即ち 1.3節の翼端条件だけでは吹上げ

の微分値まで有限にすることはできない。 M>Oでは

翼端で境界条件を与える必要がないので， 刀＝土1で

w12l(<p）が発散するような式を作ったとしても計算に

支障はない。あるいは第2項の H(2N)（<p,<p'）を Fo-

urier正弦級数で表わしておけば，両端ははじめから

除かれているし，演算子の計算も容易である。 (2.3.9)

の右辺第1項のがについて部分積分し，翼端条件を

入れると

-w(2l(<p）＝ ｛誓ば。 f〗

X 
(OI勧')H(2N)(<p，<p'）

刀ーが
dが

_ ｛a（刀）｝2£ H l H(2N)（ep, <p'）（り刊＇）
2冗 N=o i_1 (1ーがり（戸＇） 物'

(2.3. 11) 

となる。ここで H(2N)(<p，<p')を（2.1.6)で置きかえ

てがの積分を行なうようにするとよい。

M=3のときも (2.2.13)を用いると

-w(3l(<p）＝ {a（刀）｝ 3 R 1 

2冗 Nご。 V1ーがHJ-1

L(3N)（<p，<p＇） 
X 

V1一炉（刀ーが）2

dが

- {a（か｝3Rto./戸 Hi2冗 N=0

XL(3N)（<p, <p'）（叶が）
（1-炉）3/2切一刀）

',fdr;' 

と書かれる。

(2.3.10)によると

ー1

(2.3. 12) 

l=土全HJ:l(1一乳霊？；ーが） dが

= 1 『 cosr<p' 
冗《1ーが — 1 灯ー炉（刀ーが）

dが

_ 1 HJl cos r<p'（叶が）
T {1ーが —I (1一炉）3/2

dが



と書かれる。 rの奇数値に対し

叫砂誓:<p~-½Ht
x {~-~}cos r<p'd<p' 

1-cos屈 l+cos屈

sin rep_ 1 J _ sin r = - - - <p 
sin<p 2 { sin ¢し。

rの偶数値に対し

sm r ¢ 

sin¢い｝

平戸＝＿ssi「nr¢<p＿―2刀冗 Hi1to

x{~+~}cosr<p’drp' 
1-cos cp'・ 1 +cos炉

=_  sin加＿互{-sinr¢ 
Sln<p 2 sin ¢ I¢=0 

＋ 
sm rep 
sin¢い｝

であるから，¢→ 0のとき l=0となる。また附録C

によると (2.3.7)で定義される関数は り二戸mr

('P)irp=o=O である。したがって (2.3.12)のH{3N)

(rp,炉）を (2.1. 6)の Fourier級数で置きかえて精

分したものは 'fJ=O,rrのとき 0になり， M=2 の場

合のような不都合はない。

以上のように円形翼端をもつ揚力面に対して翼端を

正確に計算しようとすると，核関数展阻法による数値

解法はなかなか繁雑で取扱いにくい。

あとがき

前著は数値解法の中だけで不都合と思われるものを

さがし，それを除くことを考えたもので，問題点の所

在を誤り，実用には役立たないものとなった。現著は

問題点の根元から解析を進め，それを数値解法に応用

したもので，明快な結果に到達している。

翼の流場を線型揚力面模型によって解析することは

実用的に極めて有効な手段であるが，翼端近傍となる

と模型と現実の現象との間にかなりの食い違いがあ

り，そこを正確に計算することの実用的意義は少ない

ように見える。しかし揚力面全体として正確な解が得

られるようにしておくことは理論を発展させる上に重

要である。翼端問題はその目的に沿う一つの課題で，

買弦方向 modefunctionの項数を定め，圧力分布を

計算したとき，翼端近傍で安定した解を得るようにす

る。即ち，翼幅方向の標点数をある個数以上とれば解

が定まる方法を見出す。これが翼端問題を解決するこ
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法が考えられるはずである。例えば翼幅方向分布関数

をすべて刀の有理関数に仮定すれば，翼端吹上げは

有限になる。しかしこの modefunctionから予想さ

れる結果は従来計算で知られたのとは異なるものにな

りそうである。数値解法の適否は殆んど経験によって

定まる。小山君15)は揚力面の計算をいくつか行なっ

て，その結果を見せてくれた。本文をまとめる上に大

変参考になった。記して感謝の意を表す。
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fo=2J~ ~ds o (l+s2)a12 

となる。

l+s2=1/a 

と四くと

fo=4Jlda = 4冗3/2
o{a(1-a)}1/4 {I'(1/4)｝2― 

である。

また (A-2)で

1 +s=2/(1 +~) 

と置くと

fo=./百J1 年手企
-1(1十ぎ）3/2

となる。 ど＝cos8と置くと

(A-2) 

(A-3) 

(A-4) 

吋 "/2 sin功
o (1-O. 5 sin功）3/2

dO (A-5) 

である。 K(k)を Kを母数とする第 1種完全楕円積

分とすると

fo= [｝ d誓]k=O,5 (A-6) 

となる。

次に

fo’= —輯,./s(l-~)ds (A-7) 

の計算法を示す。 S について部分積分を 2回行なうと

fM=-li00 ds 
6。必s(1+sり

(A-8) 

となる。 (A_3)の置きかえをすると

f。’=-Lii da ＝一げ（1／4)｝2

12Jo{a(l-a)}314 12./;-

(A-9) 

となる。

附録B Snの＝土1の近傍の関数形

Sn(r;)＝f Sln n<p ，d<p'(B-1) 
o COS <p-COS <p 

で定義される関数は次の性質をもつ。ただしr;=cos<p 

とする。

S1= f~1~=ln~ (B-2) -1 r; —r; 1-r; 



s叫 1+Sn-1=2f:~'P' o cos cp-cos'P 
,d¢ 

＝印（一1)← 1}+2岱

である。したがって

(B-1)でりを一りで置きかえ，

<p” と置くと
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変数を¢’＝か一

(B-3) 
. 

Sn（→）＝cos n冗f冗 SInn<p
O cos <p-cos <p11 

”心”

= (-l)nSn(r;) (B-9) 

2 S四1一岱n＝岱n-S正1+~[(-l)←1}
n 

(B-4) 

n=lとすると

が得られる。

附録-C

1+刀
S2ー岱＝岱ー4=刀In---4

1-刀

戸 1として，（B-5)を (B-4)に逐次代入していく

と

(B-5) 

S四I-S店In冒—4(1+½叶＋……

＋占[1-（-1河］
となる。この式を n=lから n-1までならべて辺々

加えると，刀与1のとき

m心）の計算法

mr(cp)=-¼HJ冗 cos r¢’ 
冗。 (cos<p-cos<p'）2 

dcp' 

(C-1) 

(B-6) 

1+刀Sn=;=n In-— +Vn 
1-刀

(B-7) 

の値は次のようにして求める。

m。位）＝iHJ[I(1-：冒':が）2dが

である。これに(2.2.13), (2.3. 10)を適用して因数分

解し，各項ごとに積分を行なうと

mo(<p)=O 

m心）＝ー1f冗 d<p'
tr J O cos <p -cos cp' 

+cos <p•m。 (<p）＝ 0

が得られる。

｀ヽノ2
 

c
 

（
 

.

）

，

 

となろ。ただし

Vn= -4{n (1＋かか……＋土）ー差｝
n:偶数

Vn=-4{n (1叶＋｝＋……＋人）一覧り
n：奇数

(B-8) 

である。

次に Sn（一刀）と Sn（刀）の関係を求める。

2 sin kcp m虹1+mし1=~+ 2cos cp•mk (C-3) 
sin <p 

であるから，（C-2)をこれに適用して逐次 mkを

求めると

加＝2,加＝，
4 sin 2<p 
sin<p 

加＝
8 sin 4<p4 sin 2<p • +． 
sm<psm<p 

m4= 
6 sin 3 <p 
sin<p ＋2 

などとなる。
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誤

P. 57 (1. 2. 34)式

jo(O,O)=½『が
2 J-1./f=手

de;＝王b2
2 

如(0,0)=-½f ど2n(1ー的
2 J-1./I手

冗
=-~(b2n- b紐＋2)

2 

P.58 (1.3.11)式

もF2nj2n＝王b匹＋2F。
n=o 2 

d~ 

花岡達郎

正誤表

正

jo(0,0)=½『]竺=fb:
2 J-1 内ー~ l~I 2 

b2 

如(0,0)=-½『色（1-的竺
2J-1,.;~ I el 

＝ー王(b1n-btn+2)
2 

q 

t F2n如＝王b~q+2~。
”=o 2 


