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Synopsis 

The biharmonic equation governing elastic problems can be transformed into the dual Fredoholm 

type integral equations throughout the Green's theorem and single-double layer potentials. More-

over, the dual integral equations are reduced to the system of the simultaneous linear equations, 

in which the unknowns consist of those on the boundary interested in. 

The derivation above expressed was represented in the author's previous report1). This report 

describes the elasto-plastic problems with the dual integral equations and the Prandtle-Reuss 

equation. The procedure of numerical analysis is based on the iteration. 

1. まえがき
いて詳しく述べる。

前報1)にて scalar調和関数のにより表現される

弾塑性応力間題は材料の弾性限を越えた領域を扱ぅ Poisson型微分方程式

ため支配方程式が非線形となる。材料の応カーひずみ r@=/（x, y) (1) 

曲線が適当な初等関数によって表現できる場合には

Regular Perturbationを用いて閉じた解を求めること

ができる化しかし，塑性応力状態が降伏点より進む

にしたがって解の近似度は項数を増加させない限り悪

化する。解の項数を増す場合，基本解（通常，線形解，

すなわち弾l生解）が簡単な形の場合にはそれほど問題

はないが，複雑な基本解の場合には殆ど不可能に近

い。そこで電子計算機の助けを借りて数値解を求める

ことになる。

領域の幾何学形状が複雑な場合は数値計算に頼らざ

るをえないが，そうでない場合に対して数値解が良い

のか，あるいは解析解（多少精度の悪い）がよいのか

大いに議論のあるところである。

前報1)では弾性問題を対象にして積分方程式を導く

にあたって数学的な点に重きをおいた。本報告はその

方法の弾塑性問題への拡張であり，特に数値計算につ
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は二つの Fredholm型積分方程式

噸 P)=H DJ(x, ii) log ppq d道
D 

+¥[(/)［土(logPvs)} 8 - log pp塁］ds
(2) 

4迂 (p)=~ ~D rpg f(x, ii) dx dy 
D 

+＼［叶 0(『nps)い賛rrps
+(/)（力S)s-m（翌）］ds (3) 

に帰着されることが示された。さらに，積分方程式，

(2), (3)は境界を適当な微少要素に分割し，それら

分割要素内で F,oF/on, (f), o(/)/onを一定と仮定する

ことによって線形連立方程式

＾ ^  AX=B (4) 
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となった。したがって微分方程式 (1)を解く問題は，

(4)式で表わされる線形連立方程式を数値的に解く問

題に置き換えられた。通常の差分方程式と異なるとこ

ろは (4)式の未知 voctor文はすべて境界上の値の

みから溝成されるところにある。

2. 弾塑性理論

体積力をふにて表わし，慣性項を無視するとつり

合い式は

叩，1+Xt=O

となる。ふが保存力ならば

Xi=-D, i (6) 

なる Scalar関数 9 が存在することから (5)式は

(Jij,j-9,i=0 (5') 

にて表わされる。ここで次式に定義される応力関数 F

を導入する。

a2F. _ a2F 
(Jz= — +Q,<Ju= — +9, 
ay2 aが

a2F 
tJxy= -
aェay

(7)式は恒等的につり合い式 (5') の二次元の場合

を満足する。

微少変形（ひずみ Tensorにおける 2次項を無視）

と等方，均一性の仮定により，適合条件式は2)

紐，a+切，ii-eik,Jz-eJz, ik=O 

となる。二次元問題では簡単に

がex,o2&y ~ o2cxv 
--＋―-2 =0 
oy2 0が知 ay

平面応力問題の場合，式 (9)は

ex=(<Jx-va-v)/E+i.~+a T 

Cu=（<J'Vーン(Jx)/E+i.i+aT 

ら＝ーツ(<Jx+<J-v)/E-（迂十i.i)+aT 

年号<JZ'V+eg1I

(5) 

(7) 

(8) 

(8') 

にて表わされる。

応カーひずみ関係式は Duhamel-Neumann則に塑性

成分を加えて

(Jij=ぇ68ij+2μCij-a(3え十2μ)ToiJ+siJ 

(9) 

m
 

ー（
 

`

）

)

 

となる。ただし，上式において塑性域での非圧縮性が

仮定されている。

(192) 

式 (lo)中の塑性ひずみ成分叩は loadinghistory 

の初期からの増分和によって表わされることから，現

在の stageを N とすれば
N N-l 

切＝ E 4cも，正＝こ J丸，”＋4cも， N
n=l n=l 

＝こ4叱＋Jeも

式 (11)において右辺の第一項は現在の stageを除い

た塑性ひずみ成分の増分和であり，第 2項は現在の

stageにおける増分である。それゆえ式 (10)は

ez=（(Jzーツ(Jy)IE+2Jeg+Jeg+aT 

eu=（(J1Iーツ(Jx)/E+~Llst+et+a T 

ら＝一J.1((Jx+(Ju)IE-（EJeg十区 4eり）

-（Jeg+4ct)＋aT 

1十ツ
ezu=--(J初＋こJeら＋Jegu
E 

(11) 

(10)' 

von Misesの降伏条件と流れ則を用いたひずみ増分

理論から Prandtle-Reussの応カーひずみ増分式3)が導

かれる。

Je[ 
Jeg = --（2 6x-6u) 
2 <Je 

Jef 
J芍＝一(2(Jy-(Jx)
2 (Je 

L1cP= 
4ef 

z 2 <Je 
(ax+<Jy) 

(12) 

Jcら＝
3 4ef 

2 ae 
a切

ただし

2 
4c『=-＝-d(4eg)2+（4e[）2―+4eg.Je[＋（4cら）2
J3 

1 
<Je=-=J<J砧＋ゲー (Jz<Jv+3<Jiy
J2 

適合条件式に応カーひずみ式 (10)'を代入し，つり

合い式を考慮すると

竺＋竺9-2が<J”=
a y2 かが axay 

E 
o2e~, o2eりがegu-（戸—+~-2~)

-Ear1 

となる。さらに上式に式（7)を代入すれば

f72F= -r(a ET +il) 

-E（匹—＋□--2匹り
a y2 ・ aかぬ：0y

= -r(a ET+ il) 
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-E[(l心~+~-2~心Jegu知 f;r-2~)
＋（竺［四¥--2~知 2 + oy2 -20の~)]
=f 

となる。ただし

i)2 i)2 
r= —+--ぬ;2'i)y2

ががが
r2=--＋2 +--8がぬ;2i)y2'i)y4

ここで

<b=DF 

とおくと，式 (13)は

r@＝f 

となる。

(13) 

(14) 

(15) 

3. 積分方程式とその線形連立方程式

調和関数 <l>tこ対して Greenの定理を用い，領域内

部での Singularitiesを除去すると，

叫 p)=~ ~Df(x, y) log ppq舷 dy
D 

＋＼［叶fnc1ogpps)しーlogPP塁］ds
(16) 

重調和関数 Fに対して同様に

国 (p)＝¥＼ルqf(x,iJ)dxdiJ
D 

＋＼［叶竺？し—翌 /7Yps→（笠）S
。<l>

-rps（戸）］ds (17) 

ただし， p,rは Fig.1を参照すると

ppq= ✓倍ー好＋（り一9)2

rpq=［（5-£)2+（り一g)2]log{（5-元)2+（1-g)2

にて与えられる。

連立積分方程式 (16), (17)を数値解析によって解

くため， Fig.2のように境界 Cを微少要素に分割す

る。分割された要素内で F,oF/on,<l>，。<l>／anを一定

と仮定するとにより，（16),(17)の積分方程式は線形

連立方程式に変換される。

s 
Fig. 1 Geometrical Explanation about p 

y
 

,=m 
Fig. 2 Division of Boundary 

”t 
冗,Pi=I: (aii,pi+big,P'i)+hi 
j=l 

m 

4 冗 Fi=~ (Cが約＋di炒'j+eij凡
j=l 

+fijF’j)＋k』=1,2,…， m 

ただし，（）＇＝ 0／On

係数は

aij=＼ 0(logPij) ds 
j on 

妬＝—＼ (logPiJ)ds 
j 

cij=¥0(rij) ds 
j on 

dij=-¥ mds 
j 

x
 

‘‘,／ 8
 
ー（
 

、

）

）

(19) 

a(/7Yij) 
eij=＼ ds 

j an 

(193) 
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ftj=-¥ rmds 
j 

h州 f(x,y) log piq dx ay 
D 

ki＝り f(x,y) Yiq dx dy 
D 

となる。

領域内部での点， i(Xi, Yi)における応力は Fig.3 

を参照すると次式によって与えられる。

y 

F゚ig. 3 
x
 

j -element 

General Relation to Obtain Stresses at 
Interior Points 

m 

8証 u（おi,Yt)= ~ (-EiiFJ-FiiF'i+Cil妬
j =1 

+DiJ4>'J)+Ki (22) 

”t 
8 11: ax(Xt, Yi)=~ (EiJ FJ+ FiJ凡'+Cij妬

j=l 

+DiJ <b'J)+Ki 

ただし，

応晨{l+log[（ふー貯十(Yiーザ］

＋ 
2（エi-5）2

（m-舒＋（釦一刀）2｝ds

加＝—仙＋log[（ふー舒十(Yiー枡］

＋ 
2 (Xi-~)2 

ds 
戸）2＋（Yi-TJ）」

kt=¥＼D̀-［（エi-£)2
+ (Yiー釘］logv（ふー絆十(Yi-哨）2

aJ 
+2--（エi-x)[l+logく(m-£)2aェ
+（Yi-9)2>］ 

+ ![ l+logく(”‘―奸＋（Yiー仰＞
＋ 
2 (m-£)2 

（ふー絆＋（Yiサ）2]}dxdfJ

(23) 

(20) 

m = = = 
-8mm （な Yi)＝~ (Eii凡＋FiiFり＋Cij</)j

j=l 

= = 
+Dii<P'j)+Ki (24) 

ただし，

Eij=4L¾{ 戸）2ー(Yi —り）2 ds 
ぷ［（m-舒十(Yiーが］」

Fij=4¥ ｛ (Yiーが一(m-5)2}
j [（m―舒＋（釦ーが］2

ds 

Cij= ＼ ¾{1+log[（ふー舒＋（Yiーが］
j on 

＋ 
2(yiーが

（四一舒＋（い）2}ds 

Dij=—仙＋log[（叩一舒十(Yi亨］

＋ 
2(yi一刀）2
戸）2＋（Yi-7)2}ds

;)2f 
Ki=H ｛一［（ふー£)吐(Yiー釘］Dl ay2 

xlogv(xi-X)ビ(Yi-Y)2

町+2~ (Yi-y)[l+logく(Xi-X)2
ay 

+(Yi-y)2>] 

+f[l+logく(Xi-X)2+(Yi-y)2>

+ 2(Yi-9)2 } ＾ 
(Xi-X)2+(Yi-Y)2 

d£dy 

(194) 

(21) 

ただし，

瓦＝ー8¥ a [ （Xi一5)（Yi一り） ｝ 
j盃［（叩ー舒＋（釦ーザ］2

ds 

瓦＝8¥ 位i-5)（Yi一り）
j[（Xiーザ十(Yiーが］2

ds 

Cij=2L¾{ 伍ー5)（Yi ー刀）ぷ (Si—舒＋（鉛ーが｝ds 
瓦＝ー2＼伍ーE)（Yi 一~ds

j（エi-舒＋（Yiー刀）2

瓦＝＼い鵞[(叩ー奸＋（釦ー砂］

xlog./(~x)ビ(Yi-9)2

aJ 
＋ー（ふーx)[l+logく（エi-£)2
ay 

町
+（Yi-9)2>］＋ --（Yi-9) ax 
[l+logく(m-£)2+（Ui-9)2>］

+ 2J (Xi-£)（Yi-9) ^  ｝ ̂ 
(m-£)2+（Yi-y) 

d£dy 

(25) 
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4. 数値解析

式 (13)の基礎方程式において， f=Oの場合は計 y 

算過程で領域内部での応力を計算する必要はないが，

非同次項が存在する場合はそれらを考慮しなければな

らない。しかも，非同次項の塑性ひずみ成分項は

Prandtle-Reuss式からわかるように非線形であり反

復計算に頼らざるをえない。

IterationErocedure 
「
-------- --------------- ---------, 

I .P  l 

I !ASSUME（△E.11) M 
I 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

I 
l 

i I CALCULATE△fN 
| 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

CALCULATE （△E『）M+11 1 ! 
I 

I 

| 

l 
I 

I‘‘、夕 I

------」

Fig. 4 Main Flow Chart 

計算手順の Schemeを Fig.4に示す。 (N-1)-Stage

までの値はすべて既知であるとして， N-stageにおけ

る各値を求めるために外力荷重 LNを選ぶ。熱負荷

の場合は TN，物体力の場合にはそれぞれ 9Nを選ぶ。

ただし，外力荷重の場合は LNにともなって境界条

件 Fjと Fりが変化する。 LNから荷重増分 JLNが

求まれば，この 4LNに相当する塑性ひずみ増分を各

点， iにて仮定する。仮定した塑性ひずみ増分を用い

て非同次項 fNを計算し，これから線形連立方程式

を解いて例，化が得られる。さらに(/)j, (/)りを用い

て塑性ひずみ増分が求め，これと先に仮定したものと

比較し収束するまでこれらの手順を反復することによ

って，応力とひずみ成分は決定できる。

Fig. 4の FlowChartにおいて点線で囲まれた反

゜
x
 Fig. 5 Division of Interior Region 

rrts•三

y
 

centiroid of mesh 
． 

r, S+I 一三，―乙

kv 妥＜
. r. s 
I 

--—-」r-1, s-1 

△XL 

x
 

rt-1, s 

＇ 

△x 

Fig. 6 Finite Difference of Interior Region 

復計算について詳しくは次の手順のようになる。 Iの

計算の便利なように領域 D を Fig.5のごとく適当

な粗さの Meshに分割する。点 iを各 Cellの図心

にとり，各 Cell内での Iをこの点にて代表させる。

すなわち，各 Cell内で fは場所によって変化しな

いとする。

関数fを Fig.6を参照して，点 (r,s)について差

分形にて表わそう。 PotentialQ について，

r9=§r-1, s (9r-1, s-9r, s) 

＋祐＋1,s (Dr+1, s-Dr, s) 

＋佑，s-1(Qr, s-1-Dr, s) 

＋佑， s+l(Dr, s+t -Qr, s) (26-1) 

温度 Tについて，

(195) 
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17aET=aE{(3←1,s(T←1, s-Tr, s) 

＋祐＋1，s(Tr+1,s-Tr,s) 

＋佑，sー1(Tr, s-1 -Tr, s) 

＋佑，s＋1(TT,s+1-Tr, s)｝ 

塑性ひずみ成分について

(26-2) 

E［互互
ax2 
(24eり十4e[）＋ （24廷十4eク）

ay2 

a2 
-2--（ふ1eら＋4cら）］
axay 

=E {[/3r-1, s（立1e¢+4e¢)r-1,S

-(/3r-1, s+/3r+1,s) （ふ1ei+et)r,s 

+/3r+l, s（ふ1e¢+4c砂）r+1,s] 

+[/3r, S-1（ふ1迂十4eg)r,S-1 

-(/3r, s-1十§r,S+1) （24eg+4eg)r, S 

+ /3r, s+1（ふ1e¢+4eg)r,S+1]

-2 [rr-1, s-1ぽ4eら＋4eら）r-1,S-1 

+rr-1, s（ふ1cら十4cら）r-1,s 

+rr-1, S+1 （ふ1eわ十4eら）r-1,s+1 

+rr, S-1（ふ1eら十Llefy)r,s-1 

+rr, s (ILieら＋4eら）r,s 

+rr, S+1 （ふ1cわ十4eら）r,s+1

+rr+1, s-1 (ILlefv十4eら）r＋1s-1 

+rr+1, s（ふ1egy+4eら）r+l,S 

+rr+1, S+1 （ふ1cち十4eら）r＋1,S+1)｝ 

(26-3) 

Y.'TJ 

s
 

る。

佑—1,s=2/L1工1叩， /3r+1,s=2/L1xL1XR 

/3r, s-1=2/LlyLlyB, /3r, s+1=2/L1yL1yr 

r←1, s-1=(LIXR/L/ェ4工L)（4yT/4y4YB) 

r←1,S+1=-（4”R/4xJa?L)（4YB/4y4yT) 

rr+1,s-1=-（4yT/4y」YB)（4工L/4x4工R)

rr+1,S+1=（4工L/4x」工R)(LlyB/Lly」yT)

rr-1, s= -rr-1, s-1-rr-1, s+1 

rr, s-1= -rr-1, s-1-rr+1, s-1 

rr, s+1= -rr-1, S+l -rr+1, s+l 

rr+l, s= -rr+l, S-1 -rr+l, SH 

rr, s=rr-1, S-1 +rr-1, SH +rr+i, S-1 

+rr+1, s+1 

(27) 

反復計算の手順

I) dLiに対して，各 (v,s)点での塑性ひずみ増分

Jeダ， 4c¢,4cゎ ati(r, S) 

j+I (ti+I, 7J j+t> 

゜
x,t 

Fig. 7 Straight Boundary Segment 

を仮定する。

II) (26-1) ~ (26-3)式より関数 fiが求まる。

皿）領域内にて fiが求まれば式 (18)の連立方程式

の係数が計算できるが，これについて詳しく説明し

よう。

aij~fijまでの係数は一般に，（Xi,Yi)をi番目の

Nodeとすると，

or 

＼臼j+1,1/j+1)/（p)ds, p＝亭—舒＋（Yi-1))2
．ほj.町）

『J+1，りJ+i)f(r)ds, r＝がlogp 
（サ町）

の形をしている。ここで境界の分割された要素は

ただし，差分形の係数 ¢,rは次式によって与えられ Fig. 7のように直線にて近似できるとする。幾何学

的関係より outernormal nのエ， y軸に対する成分

を h,mjにて表わすことにより次式が得られる。

lj=COS（か x)=cos0 

mJ=cos(r;, y)=-sin0 

ds= -mJ d f +hdTJ 

a _ a a 
--＝h--＋mjー
an "J a~ 祝

それ故，式 (19)で仔えられる各係数は上式の閃係を

用いると次のようになる。

aij=-L{~ーミ l 
j （出ーザ＋（yt-r)

2 j 

＋ 
Yi-rJ 

（m-舒＋（い）2]
x(-midど十hdr,) 

bii= — \.(log 伍—舒＋（Yiーが）
・J

(-mj咋＋ljdr;) (28) 

(196) 
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Cij=-¥ {1+log[（叩ーザ＋（如ーr;)2]｝
• j 

X [(Xi-~)lJ+(Yi 一刀）1朽］

(-mjd3+hd1) 

dij=-¥．［（m-5)2+（Yi-r9] 
J 

(logJ(m―舒＋（釦ーザ）

x(-mjde+hdr) 

eij=4aii 

fij=-4¥ (-m心＋砂）＋4bij
j 

さらに，

刀＝（一幻＋（m＋い）

:＝（-？）三？）刀j十む

hi=~ ~Df(x, y) log piq dx dy 
D 

M 

::::;; I: f（西，yq)Aq 
q=l 

log ✓(xi ー工q)2+ （Yi-yq)2

ki= ~ ~Df(x, ii) riq dx diJ 
D 

Jf 

::::;; I; f (Xq, Yq)出［（m-西）2
q=l 

+(Yi-Yq)2] 

xlog ✓（工i-Xq)2+(Yi-Yq)2

(31) 

(29) 

となる。ただし， Aqは q番目の Cellの図心，（西，

yq)は図心の座標である。

式 (28), (31)によって式 (18)の係数が計算でき

るが，式 (18)を数値計算に便利なように変形する。

＾ ^  AX=R (32) 

(30) 
ただし，

なる幾何学的関係式が得られる。したがって，式

(29), (30)のいずれかを用いて式 (28)の積分を行え

ばよい。例えば，境界がエ軸に平行ならば mj＝土1,

lj=Oとなり，式 (29)を用いて式 (28)を書きなおせ

ばよい。

係数 hi,kiについては積分を次のように行う。

Fig. 8のように領域 D を M 個の Cellに分割する。

各 Cell内で関数 Jqは一定である近似，点 qをその

Cellの図心に選ぶ。すると

｀

，
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したがって， 2mx2m(mは境界の分割要素数）の

Matrixの演算によって境界上の幻 </J'jが求まる。

IV)境界上の例， </J'j用いる応力成分は次式によって

得られる。

境界上の応力
n, 

境界条件は境界上の応力 VectorTによって信えら
れる。

n 

Ti= llijり（巧：方向余弦）

すなわち，

(197) 
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n 
Tx= <IxxlJx+ <IxylJy 

n 

Tv= <Ix炉x+6yvツy

3つの成分のうち 2つは境界条件によって与えられ，

残りの応力成分は次式のいずれかにより求められる。

4冗6x（Xi,Yi) 
M ＝五{log 心—西）汗(yi-Yq)2

＋ 
2 (yi-Yq)2 

+1 
（叩ーXq)吐 (yt-Yg)2 } 

X f(Xq, yq) Aq 

-8冗伍（ふ，Yi)

＝ミ{2(Xiーおq)（Yi-Yg]
q=1伍ーXq)叶 (Yi-yq)2

xf（西， yq)Aq 

m = "" = = 
+ I; (Eii凡＋FuF’j+Cij妬＋Dij</)勺）
j=1 

m 

+ I; (EiJ凡＋和F'1+Ct他j+DiJ-</J’j)
j=l 

411:(Jv（ふ，Yi)

M 

=q互｛log 忍—疇＋（Yi-Yq)2

＋ 
2 (Xi-Xq)2 

+1 
＠i-西）吐(Yi-Yq)2}

X f(Xq, yq) Aq 
m 

＋こ (-EijFj-FuF’j+Cij<1>j
j=l 

+ Di;.([)'j) 

(33) 

各係数については境界の分割要素が直線近似できると

次のように変形できる。

8 lj 恥＝元［叶j-（約一r;j―元ぃ凸］
釘＋1 df 
x ¥j (E叶 E2ミ十E主）2

旱＼匂＋1 どdミ
mj 匂 (E叶 E2f+E年）2

16 
---｛工ih+[Yi-tj-（hImj)む］｝ ｛くx!-[Yi
mJ 

匂＋1
-r;j-(lj/加）紐＞＼

dミ

句 (E叶 E近＋E手）3

-2＜叩＋（lj1加）［Yi-rj-（lJ加）む］＞

-4冗6ェッ(Xi,Yi) 

＝区
M 2（ふーエq)(Yi-Yq)

q=1{m-＄砂十(Yi-Yq)21

X f(Xq, yq)Aq 

m = = = = 
+ ~(EiJ凡＋FijF’j+Ci炒j+Di炒'j)
j=l 

ただし， Fj,F’j，例，<P'jの係数は式 (25)によって与

えられるがそれらの計算については後述されるc

領域内部における応力

8 rrax (Xi, Yi) 
M 

=q互｛ log 心—勾＋（Yi-Yq)2

＋ 
2 (Yi-Yq)2 

+1 
(m-Xq)吐 (Yi-Yq)2 } 

xf（エq,yq) Aq 

m 

+ I: (Eii凡＋FuF’j+Cij例＋Dij(/)'j)
j=l 

8巧 (;¥Yi)>(34) 

= q~l { log./(ふーXq)2+（yi-Yq)2
q=l 

＋ 
2 （エi-Xq)2

(m-Xq)汗 (Yi-Yq)2+1} 

X f(Xq, yq) Aq 

＋ミ (-Eぴ` j-FijF’j-Ci炒j
Z=l 

+ 15iJ.(/)'i) 

(198) 

x 『+1~
匂 (E叶恥＋E年）3

+［1-（hIm介］＼Cj+1 がdど
匂 (E叶E2~十E手）3

ただし，

El＝吋＋［Yi-'f}j-(li/m的］2

E2=-2{m-（hImj)［Yi-1j-（hIm的］｝

Es=l+(lJ/mが

4 
Fij＝元［＜年[Yi→j-（hIm只jF>

む＋1 d~ 

x ¥j (E叶 E凸＋Eぼ）2

-2<xi+(li/mi) [Yiー圧(lJ/m砂］＞

匂＋1 が終

x ¥j (E叶恥＋Eぽ）2
+ [1-(li/mが］＼

む＋ 1 ぞ d~

5j (E叶恥＋E年）2}
2 

cij= --｛砂＋［Yi-m-（hIm応）］加｝
mj 

む＋1 d~ 

x¥EjE+E25+Eぼ

4 +--工i[Yi-r;j-（hIm的］ ｛Ximj 
mj 

-［Yi-m-（lj加）も］lj}

炉 I dど

x¥5j (E1+E五十E手）2



，
 

4 
＋元{[平<Yi-r;jー(lj/m鯰 j>切

2 
--エ[yt-1)j-（lJ疇 l}
mj 

恥紐

x ¥j (E叶 E辻＋麟）2
-4□-[mmj-＜Yi-1)j-（hIm舷 J>lj]
叫

＋［工i（土）8ー<Yi一刃一(lj/m的＞］｝

x ＼匂＋1 がde ＋リ
匂凡＋恥＋E予）2 叫

匂＋1 が d~

x ¥j (E叶 E註＋E定）2

1 匂＋1
Dij＝二＼;+ilog(E叶恥＋Eぼ） d~

+2[ <Yi-1)Jー(lJ/m的＞2

x『j+ld: ＿ 
ej E叶恥＋E予

lj 
+2―<Yi-乃ー(hIm晨 j>mj 

匂＋1 どdさ

x ¥Ej 瓦＋恥＋E由

+(¾ l.1 ¥ 2匂＋1 ど2dど

mj) ＼j 凡＋叩＋EsE2]＋叫

2 
cij=--［砂＋＜Yi-u-（hIm知＞加］
mj 

紐 1 d~ 

x¥j E叶恥＋E予

4 
--―叩<Yi一乃ー(hIm的＞［三j
mj 

-<Yi-1)j-(lj/m犀 j>h]

恥 dミ

x¥j (E叶 Eば＋E手）2

4 ＿元［［叫十<Yi-1)jー(li/m的＞2)lj 

2 
--m<Yi-1j-（hIm的＞｝
mj 

句＋1 ミdど

x¥j (E叶恥＋E手）2

+4戸ー[mmj-＜yi-u-（hIm的＞lj]

＋［おこ）3-＜約一m-（hIm的＞］｝

句＋1 ぞdミ

x ¥5j (E叶恥＋E予）2

4lj Ej+1 がdミ

―両¥5j (E叶 E五十E手）2

瓦＝t｛¥；:＋1log(E叶踪＋踪）dミ
+2[x~『J+ldミ

匂 E叶 E2e十E年

-2工i¥5j+1ede
どj E叶恥＋E年

匂＋1 ざdt;

+＼j E叶恥＋E352]＋叫

8 
似＝ー―-［ふ加＋＜Yi-m

mj 

鳴 /m的＞h]＼
恥 dど

む (E1＋恥＋Est;2)2

+s [1-（土）2］¥：jj+1(È ’+Eぼ）2
+ 32Xi<Yi-TJj-（hIm的＞ ［砂＋＜Yi

mj 

一1)j-（;)む＞mJ]＼：：＋1E叶E2:5+E手）3

32 
+--［（ml炉ー<Yi一刀j
m2 
J 

-（hIm応＞呵］＼
匂＋1 どdど

Sj (E叶 E21;十E定）3

32 

m} 
-~[XilJ+ < Yi一刀j-（ld疇＞mJ]

x ¥Sj+1 ざdど
む (E叶踪＋E年）3

8 応—―→i<Yi-m
mj 

-(!1/m的＞＼Ŝj+l d: 

匂 (E叶 E2e十E年）2

8 
---［砂ー<Yi-7Jj
m3 

-(lJ/m応＞叫
句＋1 t; dt; 

匂 (E叶 E2!;十E年）2

＋ 
8 lj 匂＋1 ぞdt;

元[(E叶 Eえ十E年）2
= 2 
CiJ=--［ふ加＋＜Yiー刀j
mj 

-（hIm応＞h］＼匂＋1~
匂瓦＋恥＋E年

lj 2 匂＋1 どdt;

-2[1-（元）］し比＋鯰＋E年

4xi<Yi-TJJー (hIm沢j>
mj 

［砂＋＜Yi

-m-（hIm応＞加］＼5j+l dど
匂 (E叶 E2f+Eぼ）2

4 
ーー一[(ml炉ー<Yi一乃
m} 

(199) 
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-（hImj)も＞向］＼
匂＋2.;d~ 

e, (E1 十E2~十Eぼ）2

4lj 
＋ー[XilJ+< Yi-T)j 
叫

-(lJ/疇＞叫匂＋1 がde

Ej (E叶E2~+E年）2

btJ- 2 ・ •-- m<Yi-TJj 
”り

-(l1/疇＞＼匂＋1 de 

;j 瓦＋E2e+E年

2 
+--［mlj-<Yi-7Jj 
叫

-（hImj)も＞加］＼5J+1 ede 
fJ E叶 E2e+E年

2lj Ej+1 が必

ー百しふ＋恥＋E年

V)前 stepにて得られた応力を用いて応力ひずみ関

係式 (10) より全ひずみが得られる。これらの値から

相当全ひずみ

荘― J―
紐＝ー一 (Cr-Cv)汗（サー研＋（ら一和）2＋6e]U 
3 

(35) 

が計算できる。

(Te,N 

Oe,N-1 

b
s
s
a
J
,
 s
 

Ee, ＝△碍'+令せ~ere

Fig. 9 

亨
Relation between eet, ae and」迂

strain : E 

2 l+l.l 
Cet--- <1e,N-1 

」封＝
3 E 

1+ 
2 1+1,1/ d<1e 

了ァ(¥et)N-1

(36) 

が求まる。したがって， N-1stageでの応カーひずみ

曲線の傾きと相当応力からひずみ増分 4c『が得られ

る。

VI) Prandtle-Reuss式 (12) より第2回目の塑性ひず

み増分の近似が得られる。これと第 1回目の近似値と

の差が適当な指定値以下になるまで前述の手順をくり

返す。

以上が反復計算の手順であり，収束したならば次の

荷重増分を決めて同様の計算を行い所要の荷重につい

ての応力，ひずみ成分を求める。

5. おわりに

VI)材料の引張試験により Fig.9のごとき応力ひず

み曲線が得られたとする。相当応力 0eを荷重履歴の

N-1 stageにおける値 '1e,N-1について TaylorEx-

apansionすると

d'1e 
'1e='1e, N-1+（一）def }N-1 Jef十・・・・・・

となり，高次項を無視して Prandtle-Reussの (Je~

de9式 (3)に代入することにより

(200) 

甚礎方程式が同次式にて表わせる場合，すなわち，

f=Oの場合や， f=f(T,il)にて弾性城の場合には比

較的簡単な手順のみで解が得られるが， f=f（ふ1eむ，

Jeむ）の場合には反復手順が必要である。この場合，

他の方法（差分法や FEM) と比較は計算精度の問題

や計算時間の問題を考慮しないと不可能であるので，

具体的な問題に本方法を適用してからその優劣につい

て検討したい。

さらに本法の特徴として Crack問題における応力

拡大係薮を Cracktipの近傍のみ境界分割を密にする

ことにより比較的精度よく求められよう。

最後に多くの御指導をいただいたミシガン大学応用

力学科教授 W.H.Yang, A.H. Weinemann, アメリ

カ航空宇宙局 (NASA)の LewisResearch Centerの

Dr. Walter Rzanickiに感謝の意を表したい。

llij, Sij, efj 

ふμ

如

8 

Xi 

(Jx,(J11,(Jx1I 

ex,卸， ez,ex11 ， 
F 

6. 記 号

ッ

応力，全ひずみ，塑性ひずみ

Tensor 

Lameの定数

kroneckerの Delta

eii=eu +e22十鈴3=Cxx+Cyy+s22

物体力

応力成分

全ひずみ成分

(6)式

Airyの応力閃数

Poisson比



E Young率

ar 線膨張係数

T 温度

辻，ei,ef, egy 塑性ひずみ成分

Jeg, N, J芍， N，4e?．N

4cP xy,N N-stageでの塑性ひずみ増分

4c? 相当塑性ひずみ増分

Set 相当全ひずみ，（35)式

ae 相当応力

<Ie,N N-stageでの (Je

</) (14)式

p 境界上の点

q 領域内部の点

(x,y) 領域内部の動点

（西， yq) 点 qの座標

s 境界上の動点

(f, r;) 点 Sの座標

n 境界の Outernormal 

(r, s) 領域内で分割された Cellの番号

§, r (27)式

（む，砂，（む＋1,1)j+1)： 境界上の分割要素の両端のお， y

座椋

lj,叩 nの x,y軸に対する方向余弦

1) 

2) 

3) 

4) 

11 
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