
船舶技術研究所報告第13巻第6号研究報告（昭和51年11月）

揚力面の翼端条件と数値解法

（その 3 円形翼端理論の改訂）

花 岡 達 郎＊

Tip Condition and Numerical Method Concerning Lifting-Surface Theory 

(3-Revised Theory of the Circular Wing Tip) 

By 

Tatsuro HANAOKA 

Abstract 

The theory presented in this paper is an improvement of the theory presented in the previous 

paper. The range of validity of lifting-surface theory is extended to include the wing tip. The 

theory is developed for both the collocation method and Hanaoka's method. 

まえがき

円形賀端をもつ揚力面の場合，翼端近傍で収束解を

得る方法は未だ見出されていない。それは Kinner

法l),2), vortex-lattice法叫 modefunction法°の計

算例を見ればわかる。しかし原因はそれぞれ異なって

いて， Kinner法では一般解を Kuttaの条件で束縛する

ところ， vortex-lattice法では賀端の三日月形平面形を

梯形渦格子で表わすところにそれぞれの難点がある。

揚力線理論では積分方程式の核関数に揚力面理論の

場合と同様， 2位の極があるが，翼端特異性は現われ

ない。揚力線と揚力面の積分方程式での違いは核関数

の特異性において，後者では更に対数特異性が加わる

ことである。しかし円形翼端の場合，この対数特異性

は賀端で消失するので，揚力線と同じ形の解ならば吹

上げ特異性は現われないと考えてよいであろう。 mode

function法における賀端の難問は核関数の対数特異性

の係数が賀端で無限大になることで，これが収束解の

得られない原因と思われる。それは丁度，対数特異性

の係数が前緑で発散するため， Multhopp法5) では前

縁近傍で収束解が得られないのと類似している。

＊運動性能部原稿受付：昭和51年7月27日

本文は同名標題の研究6),7)の三編目に該当するが，

一連の報告書は一貫した研究を逐次報告したものでは

なく，それぞれが前の報告の欠陥の補正といういみあ

いのものである。第 1編は円形賀端の特異性を数値計

算の側だけで解決しようとしたもので，特異性の解析

的追求はなされていない。第2編は矩形賀端も含め

て，翼端特異性の解析的性質を調べ，数値計算に応用

しようとしたものである。そこでは核関数の 2位の極

だけに着目し，吹上げ特異性を単に消去する方法をと

ったため，翼端近傍の圧力分布に強い制約が加わり，実

用に向かない結果となった。本編では圧力の解析解，

円形翼端における核関数の性質等を調査し，前著の結

果を参酌して，円形賀端問題の処理を考えてみた。

ここでも定常直進揚力面を例にして解析を行う。

ー記号一

x, y, z 

x', y', z' 

p 

” V 
r=ll/(p Vり

<P 

任意点の座標（揚力の働く方向を z

軸の正とする）

揚力要素の座標

流体密度

揚力分布密度

揚力面の前進速度

速度ポテ‘ノシャル
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¢ 加速度ポテ‘ノシャル

1砂
w=- I 無次元吹上げ速度
V az I z=O 
b 半粟幅

l1, l2 y位置の前後縁のエ座標

li', ll y'位置の前後縁のエ座標

c=(l2-l1)/2, Xo=(l1十ん）／2

c'=(ll -li')/2, Xo'=(li'+ll)/2 

←=（エーエo)/c,e'＝（エ’-Xo')/c'
も＝（X―xo')/c',む＝（エoーエo')/c'
f3=c/c', J=b/c' 

か＝y/b,7J'=y'/b 

Y=Al7JーがI,Yi.=Y/2 
X=（エーli')/(2c'),X’=（の'-li')/(2c')

<p＝COS―11) 

a(1J)=c/./Iーが

ふ侭） 被弦方向の modefunction 

叫d7J1 , Hadamardの意味の発散積分の有限

→ 部分

1. mode functionと核関数の

翼端近傍の性質

1.1 円形揚力面周縁近傍の解析解

第 2編で揚力面周緑が直線である場合の周縁近傍の

解析解から modefunctionとして Birnbaum8)関数列

が妥当であることを知った。周縁が曲線の場合につい

ては Kinnerの円板揚力面および Krienes9)の楕円板揚

力面の解析解を参照すればよいわけで，その問題を改

めて解析するまでもないと思われるが， Kinnerの示し

たものが第2種ボテソシャルとして唯一のものという

保証はない。それで本節および次節において asymp-

totic expansionの方法によって円板および楕円板の周

縁近傍の圧力の解析解を求めてみる。この方法による

と第 1種，第2種のポテンシャルに該当するものが同

時に得られる。そして Kinnerのものと著しく異なる

第 2種ボテンシャルは見出せそうもないことが明らか

になる。結局，賀弦方向 modefunctionは Birnbaum

関数列がよいことがこの理論解析によって確かめられ

るわけである。

圧力と線型関係にある加速度ボテンシャル¢は

Laplaceの方程式を満足するので， ポテンシャル論を

利用して揚力面の圧力分布を求めようというのが

Kinner, Krienes等のポテンシャル論的揚力面理論で

ある。

(230) 

Kinnerにならって，直線座標 x,y, zと

か＝｛下心 coscp 

yz:；1-μ2 J 1十が sin¢ l (1.1.1) 
の関係にある扁平回転楕円面座標（スフェロイド座標）

μ, n, ¢を用いる。ただし x,y, zは円板半径 C で
無次元化してある。スフェロイド座標について La-

placeの方程式は

叶l-μ喜］＋i［(1十刀喜］aμ み、 ar; 初

a2,p (l  
＋亨（1-戸 1い）＝0

(1.1.2) 

のように書かれる。

u
ヽ

x 

図ー1

図ー2
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図ー2は x,zとμ,r;の関係を図示したものであ

る。この図に見られるように r;=O,μ=0が円板周緑

であるから，その極く近傍の場は

|μl<1,0<r;<1 (1.1.3) 

に対応する。 O<c~l の微小鼠 e を用い，

μ/c=μ' 刀/c＝う

によって座標拡大を行い，姿以下の微小鼠を省略する

と，（1.1.2)は

a2¢ a2¢ 
--—+—-a炉砺2=0 (1.1.4) 

となる。これは円板周縁附近で拡大した加速度場が濶

足すべき方程式である。又賀面の境界条件

z
 ＂ 

a¢ | ＝μ a¢ | 
a刀 1/=0-I" az I z=O' 

r<l (1.1.5) 

は，座標拡大をすると， a¢/砺ITJ=o=s乍祁/azjz=Oキ0

である。又 z=Oの面上，賀面外では ¢=0であるか

ら，¢の境界条件は

a¢ 玩し＝0， 1il>0 } (1.1.6) 
¢=0, μ=0 

となる。 (1.1.6)を満たす (1.1.4)の解は

¢=Re(μ +iう）血—1, (m=O, 1, 2, ・・・）

(1.1. 7) 

である。 m<Oでは遠場のポテンシャルが発散するの

で，それは棄てる。 したがって揚力面では ¢=i2甑ー1

となる。 m=Oは Kinnerの第2種ポテンシャル， m

::2: 1は第 1種ポテンシャルの中に含まれている。 s=

1-L炉十炉＝1-rと害くと，揚力面上ではμ=

J1-r2キ｛忍―であるから，楊力面周縁近傍の圧力分

布は

伽＝（2s)飢ー1/2 (1. 1. 8) 

のように表わされる。後緑側ではKuttaの条件を満た

す必要があるので， m::2:1である。

1.2 楕円形揚力面周緑近傍の解析解

前節の解析で円形翼周縁の圧力は 2次元質の前後緑

と同形であることが明らかになったが，周縁曲率の影

響は不明である。その辺の様子をもう少し明確にする

ため，楕円形賀について同様の解析を行ってみる。

楕円板のボテンシャル問題は Whittaker& Wat-

son10)の参考書に記載されているので，それを利用し

てもよいが，ここでは Krienesの記法を踏襲する。直

線座標 (x,y, z)は楕円板の長半径 bによって無次元

炉［

図ー3

化したものを用いる。

0~炉三炉~µ2~1~炉＜ oo (1.2.1) 

とすると，直線座標 x,y, zは

ぷ：炉 z2
＋ ＋ 

が一に2 が が一1
=1 

が＋翌＿ Z2 =1 
炉ーに2 炉 1-μ2 

炉炉 z2—+ - ＝1 炉ー此 炉 1一炉

(1.2.2) 

によって楕円座標炉，炉，炉に変換される。 (1.2. 2) 

では一糾の (p汽炉，炉）に対し（士”，士y,士z)の8

通りが対応するが，ェ， Y,z座標面によって分けられ

る8区分のそれぞれについては，（p汽μ2,炉）は一つの

(x,y,z)に対応する。図ー4は

ぷ：炉 z2
f（炉）＝ ＋ ＋ー―-1 (1.2.3) 
炉ー炉 炉 炉ー1

の方程式で， ”’Y,zを固定したときの I（炉）と炉
の関係を図示したものであるが，が，炉，此の変域内
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工

樟円面

一某双曲面

関係を求めてみる。 (1.2.4)で p=l，JJ=const.とす

ると

dx 知＝―| J炉一炉
dμ μ=1 8μ=に打戸戸 8μ

砂＝叫ツ
dμ I μ=1 
初＝一8μ
に

であるから

on= ✓（匂＋叩＝✓戸
1 -炉
oμ 

(1. 2. 6) 

である。 (1.2.4)の第2式で p=l,μ=lとするとン

＝判であるから，このンを (1.2.6)に代入すると

on✓ 1ーに2
1一炉y2
=oμ 

である。即ち 8μ とonとの比例係数は翼中央で短半
径，翼端で長半径に等しくなる。

楕円板周縁の曲率半径を求めておく。楕円周縁の方

程式は (1.2.4)で p=l,μ=1とした

X=Co~, 
ッ
y=-
に

二葉双曲面

図ー5

における概略の様子を知ることができる。 (1.2.2)を

x, y, zについて解くと

エ＝
《(p2＿が）（炉一炉）（炉ー此）

炉（1-炉）

Y= 
pμッ

に

Z=｛位-1)（1ー炉）（1-炉）
(1-炉）

(1.2.4) 

である。

ml面上で楕円の輪郭内は p=1に，外側は μ=1に
対応する。 (1.2.4)で p=1,μ=1と置き，第 1式，

第 2式よりンを消去すると，楕円周縁の方程式

年＝J1ーに2{Fデ (1.2.5) 

が得られる。即ち p=1,μ=1は楕円板の周緑に対応

し，にはその楕円の離心率である。

楕円板の周緑で，それの法線方向の距離onとμの

(232) 

である。ただし Co=J~亙とする。ぉ'=dx/dlJ，工”

=d紐／d炉， Y'=dy/dッとしたときの曲線の曲率半径

Rの公式

R= 
(x'2+y'2)s/2 

Iエ’y”―””y'I
を用いると

(1-炉）8/2
R= 即ち (coR)l/s=J丁二戸
J 1-炉

(1.2.7) 

が得られる。
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標座円楕こ,1
 
次

1 
r->(v)＝炉ー一(1十炉）

3 

1 
f(w)＝炉ー一(1十炉）

3 

(1.2.8) 

によって新しい座標 u,v, w に変える。ただし K->(u)

等は Weierstrassの『関数とする。 P関数の定義に

より

U=＼P(U) dp 
。 2V(P-el)（P-e2)（P-e3)

=¥Pdp  
oo V（が一1)（が一E)

(1.2.9) 
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e1 dp 

U=＼。 2V(P-el)（P―約）（P-約）

=¥ldp  
co.;（炉ー1)（が一炉）

＝血 (1.2.10)

である。ただし 2如は『関数の一つの基本週期，こ

こでは実数である。他の変数についても同様の式が書

かれる。ここで

1 1 1 
e1＝ー（2-炉）， e2=~(2に2-1) ， e3= --（1十炉）
3 3 3 

e叶銃十ea=O, e1>e2>ea 

Je1ーe2=J戸，心2-e3=K, ✓ C1-e3 =1 

である。 u,v, wの座標では Laplaceの方程式は

a2¢ a砂
[f(v)-f(w)］--＋［f(w)-『（U)］--

au2 av2 

aゅ
＋［炉(u)-f(v)]~=O

aw2 

(1.2.11) 

のように表わされる。

pこ1,μこ1の p,μに対する u,V を

u-(J)1=＼炉(U) dp 
e1 バ(P-e1)（P-e2)（P-e3)
P d 
＝＼ J已 1):が一炉） ＝刀， p~l 

v-(J)1= ~ 
g'(V) dp 

e1 凶 (P-a)（P―約）（P-約）

μ d 
＝＼心—1;µ2_~=iど， に~µ~1

(1.2.12) 

のように書くことにする。刀，どは実数で， p=lのと

き炉＝o,µ=1 のとき e=O であるから， O<c~l と

すると，楕円板周縁の極く近傍の場は 0く刀<€, O<~ 

<cに対応する。それで

加＝う，紐／e＝E (1.2.13) 

によって座標拡大を行い， eの2次以上の項は微小と

して省略する。

炉(u)は偶関数，且つ『'(w1)=0,f”（血）キ0である

から， U=血， V=血における f(u),f(v)の展開式の

(u一切），（V-血）の最低次は 2次である。したがって

eの2次以上を省略するという上記の仮定に従うと，

楕円の周縁では f(u)キf(v)としてよいから，（1.2.11)

は

行うと

aゅ a2¢
--＋--＝0 
涎2 卵

が得られる。

ここで刀，どと p,μの関係を求めておく。（1.2.

12)の積分変数 pを，炉＝1＋て2によっててに変え

ると

J戸 dて

刀＝2＼。 J(1＋匂（1-臼）

である。これの右辺を J;こ]について Taylor展
開して，第 1項だけとると

{ZJp-1 
刀午 J 1ーに2

である。 r;くC の範囲ではこれで充分である。これに

よると

dr; 1 
＝ dp-✓2 ✓T-平J}

である。どについては，（1.2.12)を

5=-『 dμ
1 J1-μパ炉ーに2

と書き，炉＝1ーがと置くと， pの場合と同様に

ど午
心(O
{ 

(1.2.14) 

(1.2.15) 

(1.2.16) 

(1.2.17) 

a2¢ aゅ
au2 av2 

=0 

となる。更に (1.2.12), (1.2.13)により変数変換を

が得られる。

境界条件は次のようにする。座標変換に対して

ap az 1 
-＝h12--

ap 
, h12= 

az （り凸）2+戸）2
ap ap ap 

(1.2.18) 

の公式がある。 μ,).Iについてはこの式の Pをμ又

はンに変えた式を用いる。 (1.2. 4) より azJaμIP=l= 

o, azJa).Iい＝0であるから，（1.2.18)より

aμ 1 " al,/ 
盃し＝0, azし＝0 (1.2.19) 

である。したがって揚力面上の境界条件は

a<1> I a<1> ap 
盃し＝盃i;:lp→1 (1. 2.20) 

である。 (1.2.4) より

h12= 
(p2_にり(p2-l) az p-1(1ーが）（1-炉）

＝ (p2_正）（が一此）’ ap V(1ー炉）（が一1)

であるから，これを (1.2.18)に適用すると，（1.2.

20)は

(233) 
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砂 砂 p(p2_"叫 (p2-l)(lーが）（1-炉）
盃し＝盃 (p2＿が）（p2＿炉）J1ーに2 |P→1 

(1.2.21) 

と古かれる。

砂砕 d7J

op 初 dp

であるから，これに (1.2.16)を適用すると

叫＝ l 竺IOz P=1 J 1-μ2 {I二百 07)I ~=O' 
f>O 

(1.2.22) 

が得られる。 (1.2.17)を参照しながら，（1.2.13)の

座標拡大を行うと

砂砂

砺 rj=O oz I P=l 
=-|．J戸豆1-1,12記 0, 恥＞O

(1.2.23) 

である。一方 μ=1は z=Oの面上で梢円の外側に対

lむし，そこでは ¢=0であるから

炉 0，ふ＝0 (1.2.24) 

である。 (1.2. 23), (1. 2. 24)の境界条件に対する (1.

2.14)の解は

</>=Re（和＋iう）冨1 (m=O, 1, 2, ・・・）

(1.2.25) 

である。 m<Oにすると辿場でボテンシャルが発散す

るので除外する。楊力面上では <1>=e2切ー1である。 こ

の:を (1.2.17)によってμに変え，更に (1.2.6)

によって初に変えると

2on)  m-1/2 
伽＝｛ J1-に2J□: ｝ （1.2.26) 

が得られる。 onは楕円の長半径で無次元化してある。

短半径で無次元化した距離 S とは on=s ✓丁二石の閃

係にある。 (1.、2.26)に曲率の表示式 (1.2.7)を代入

し， S の関数として表わすと

伽＝｛ （Co;S)1/3 }m-1/2 (1. 2.27) 

となる。 ,c=O,11=0は円板の場合であるが， それは

(1.1.8) と一致する。 ll=Oは楕円板の長径の中央線，

即ち短径上に対応する。 (1.2.7)によるとに→ 1の

とき Co→0,R→ (X) であるが coRは有限確定であ

る。 2次元翼はこれに該当する。何れにしても周縁曲

率の影響は一義的ではない。

非定常翼の場合でも加速度場は複素数で表わされる

だけで， Laplaceの方程式，境界条件， Kuttaの流出

(234) 

条件等は同等になるので，同じ解析によって，（1.2.

27) と同じ結果が得られる。

1.3 核関数の翼端近傍の展開式 (I7J-7J'l>c'/b) 
前節の解析で揚力面の粟弦方向 modefunctionは

Birnbaum関数列でよいことがわかったので，圧力分

布を

r=A(O)＠）ぶ(e) ＋ A(1)切）l1(~)+Ac2)(TJ)i2(e)+・ ・ ・ 

+A(O)＠）ぶ（ど）＋A（1)（り）il(e)＋A(2)（刀）i瓜5)＋・・・

(1.3.1) 

lo(e)= 
ど

iN=52(N-1) : ,  iN:/-：，J-2:23:（：12...3)．2[ 

と低く。これを積分方程式に代入して Multhoppの

形に整理すると

-w(e，TJ) 

- 1 
..<o(~)= J]ニe2,

1 R l 

=-―こH¥2曲 ~0--J-1 

C（が）｛A（N)（が）iN(5，刀；刀＇）

+A(N)（が）加(~,刀；が）｝
（刀ーが）2

d7}’ 

(1. 3. 3) 

i点5，刀；刀')
司•N(X, Y) 

＝〖犀）｛1+~〗w}dX'

号＼〗な（叫＋ J(ら：言'+戸｝企'
(1.3.4) 

と書かれる。ただし

エーli'
'X'= 

ぷーli'
X= ， 2c', -- 2c' 

1知 1十ど'
X=  
2 
'X'= 2'  

b 
i=-
C 
I 

¥

-

』

ー

、，
 

b

|

 
ー

,

m

‘

 

，
 

”、

C

刀

-
2
 

”

、

|

ー

入

＝

＝

 

x

y

 

(1.3.5) 

である。 iNは XN,1Nを区別しないで表わすときの

記号で， iN,INはそれぞれ iNの被積分杖l数に入”'AN

を含むものを表わすことにする。

が→士1のとき

1 1 
翠刀；刀＇）＝了＼松 (5'）d5'

-1 

1 l _ 
＋ 

ど1-5'万\-1 な(f'）偲—5'）忙＋ 1 dミ'



心五＋五'e：が1＼〗 IN企＇
C93 

- 4が 1 刀ーが 13\〗 IN（釘十 3記）dミ'
+ 3c95 
16が1刀ーが15

x 『恥釘＋10~年＋5緑＇りd5'
-1 

＋・..

である。”゚ '=(/1'+!2')/2とすると C'も＝x-Xo’ であ

るから，上式の右辺は

碕，刀；が）＝gNo+gN2（テ）2+g叫号）4+... 

(1.3.6) 

のように c'/bの偶関数となる。そして

応＝t ＼〗 INd叶＋ ：二゜刀*|― 2(;l刀'x:〗
＋ 
3（エー叩＊）5
8が1が一刀ド―...} 

1 1 -

＝→＼-1芦’

X {1十噸ーミ；；；；二塁が初B-｝ |り'＝土1
(1. 3. 7) 

で与えられる。ただし知暉＝（凶＊一Xo)/c, 幻oは刀断

面の粟弦中点の”座標，叩＊は賀先端のエ座標であ

る。

なについても同様の計算を行うと，が＝士1の近傍

では

砥刀；刀')=ON1（号）＋gN8（号）3+・・・

(1.3.8) 

1 1 
gN1=—叶叫d5'

-1 

が（が一1))2
X 

c3{ （5-~0'11沢＋（が一刀）2が／c2}3/2 7'＝土1

(1.3.9) 

のように c'/bの奇関数となる。

1.4 翼端における核関数の特異性

核関数 C（が）iぷX,Yi)/ {b（刀ーが）りはか力’=0の近

傍で

C（が）祝X,Yi) 
b（刀ーが）2

C（刀＇）iぷX,O) d知 b
＝ b（刀ーが）2 dX 4c ---- ln |刀ー刀’|＋・・・

(1.4.1) 

7 

のように展開される。即ち核関数はり＝がに 2位の極

と対数特異性があり，しかも対数特異性の係数は前縁

ばかりでなく，円形粟端のときその先端にも特異点を

もつ。しかし前縁上では対数特異性は消失し，代って

現われる 3/2位の極は係数が有限であるから，前緑に

標点をとれば収束解が得られる12)。円形粟端で数値解

が収束しない原因は核関数の対数特異性の係数にある

と思われるので，円形翼端の先端上で対数特異性がど

んな形をとるか。これは収束解を得る鍵になると思わ

れるので，以下でその解析を行う。

楊力面理論では常に 1引く1とするので，翼端を考

えるときは，翼面内の点が翼端に近づく極限をとる。

したがって，加＞0のとき刀＜が，刀<0のときか＞が

として運算を行う。先ず変数刀を

r:=cos cp (1.4.2) 

によって cpに変える。 C（7J)を¢の関数として

C 
~=a(cp) sin cp (1. 4. 3) 
b 

のように表わし，特に a(O)は単に a と書くと

であるから，が→ 1で 1刀ーが1→0のとき

lim Y=lim 
2 sin (<p十<p’)／2sin I<pー <p'112

=0 
I~ーが 1 → 0 'P’→0 a Sill<p 

¢ →O 

(1.4.5) 

となる。

iN(X, Yi)の X,Y1を前縁に沿って翼端に近付け

る。

1

1

-

．
I
 

＇ 

1 de 
a=万•西-1'P=O キ 0 (1.4.4) 

X=-S 

X=o 

（エ、,1)ド――¥--X=X, 
I 

l 
I 

n/』
~I 忍 1 ? 
図ー6

(235) 



8
 

l{-l1 
6= >O 
2c' 

—• ^ 
. 

1o —to=to 

と書くことにすると

％（一0,yl) 

＝い亨{1- ✓⑭十雰'+咋 }dX'
である。ここで

o _ X' -=L, — =S 
yl Y1 

と置くと

％（一8,E) 

＝叫バ戸バぷ；＋1｝ds 
(1.4.6) 

と書かれる。翼端近傍で前縁を li=baisin <p (ai<O) 

と置くと

lim L= lim 
az(sin cp'-sin <p) 

lヮーが1→O 9’→ii I cos cp'-cos cp I 
9 →O 

= lim-
ai cos (cp十cp')/2

→ +00 
9’→o sin (cp+cp')/2 
9 →O 

(1.4. 7) 

であるから，（1.4.6)の被積分関数は o,したがって
が＝1,I刀ーが1→ 0のとき

io=O (1.4.8) 

である。 これは io,ioの個々についてばかりでなく，

一般の iNについても同様の結果が得られる。即ち前

縁翼端では核関数の極，対数特異性共に消失する。

同様の方法によって翼面内の点が翼端に近付くとき

の iNの特異性を求めてみる。この極限計算を行うの

に翼端近傍の点（x，刀）はか＝baxsin <pの径路を通っ

て TJ=lに近づくように考える（図ー6参照）。ただし

この場合のエ軸の原点は翼先端のエ座標線上におく。

エーll’
ふ＝
2c' 

(1.4.9) 

と書くと

io（ふ， Yi)

＝『｛丁'{1十二認'+y;z}dX'
＋い／ 1；ざ'{1+` 芯'+y;z}dX'

(1.4.10) 

である。

(1.4.10)の右辺第 1項，第2項の積分変数をそれ

(236) 

ぞれ X'=Yis, (X’ーふ）＝Y1sによって S 変えると

磁 1,Yi) 

叫：｀ 1-Y1り {1+~)s2+1 }ds 
＋叫1-X1)/Y1 ✓ 1芯―y:1s

x{l-~)s汗1 }ds 
(1.4.11) 

ただし

L 
ふ X1ーふ
1=-
Y1' 
L2= 
yl 

と書かれる。が→ 1で 1刀ーが1→0のとき

lim L1= lim 
エーli'

l臼 '1→0 が→obI cos <p-cos <p'I 
が→1'{'→O

=lim 
ax sin <p-ai sin <p1 

り’→o2 sin (<p-<p')/2 sin (<p十似）／2
p →O 

→ + OO 
工ーX1

lim L2= lim 
l ワーが 1→ 0-~ ~’• ob I cos <p-cos <p'I 
n’→1'{'→O 

= lim 
ax sin (<p-<p')/2 cos (<p刊 ')/2

が→osin (<p-<p')/2 sin (<p+<p')/2 
p →O 

→ + OO 

であるから，（1.4.11)の被積分関数で第 1項のもの

は 2,第2項のものは 0になる。よって

岳io(X,Yl)＝2ぃ：｛□立dX'
となる。他の iNについても同様の結果が得られる。

即ち翼端では積分方程式 (1.3.3)の核関数の対数特

異性は消失し， 2位の極だけが残り，その係数は翼面

の内点上における極の係数と等しく

e 
iu(X, 0)三硲）＝＼ 殴）de (1.4.12) 

-1 

である。

1.5 翼端近傍の圧力分布と modefunction 

1.1節および 1.2節の加速度場の解析で周縁近傍の

圧力が Sm-1/2の形をとることを知ったが， それを揚

力面の遠場から見れば，一般解のようなものである。

Kinnerの解でも明らかなように圧力の一般解には翼

幅方向分布関数に 1/J1ーが， J丁二戸の項が含まれ

るため，吹上げは翼端で無限大になる7)。Kinnerの解

の項数を多くとって翼端附近の圧力を精密に計算した

Jordan11)の結果を見ると， ACN)@）は翼端で一定値に

落着くように見える。 この結果を得るのに77項もの



計算を要したというが，要するにポテンシャル論によ

る一般解は賀端の解に適合しない形になっているとい

える。その意味では前著で Kinnerの解に頼ったのは

方針を誤ったことになる。

前節の解析で明らかな様に翼端においては核関数の

特異性は 2位の極だけであるから，揚力線理論でよく

知られているように A(N)@）が翼端で有限値をとる

形ならば吹上げを有限にすることができる。ポテンシ

ャル論の一般解として常にそのような形のものを導く

ことはむつかしいが，数値解法の modefunctionの選

択はかなり自由で，矛盾が無ければ収束解が得られる

筈である。

1.1節，1．2節の方法では周縁に沿う方向の圧力の分

布形は得られない。それで周緑の法線方向の分布形を

sm-1/2としたとき，周緑に沿う方向の分布形をどうし

たら A(N)（刀）が翼端で一定になるかを調べてみる。

翼端近傍ではか＝coscp, c/b=a(O) sin cpとする。以下

a(O)は aの記号で表わす。このとき

l de l de dcp 
- ＝一
b d7J b dcp dr; 

=-a cot cp 

である。一方，図ー7によると de/d7J=-b cot <poで

あるから，この二つの式より

. cot <po sin<p 
a=lim~= 
←≫o cot <psin<po 

(1.5.1) 

が得られる。 (1.3.5)の X の記号を用いると

C 
SA= x sin cpo = 2 ~ X sin cpo = 2Xa sin cp sin cpo 

b 

=2X sin2<p (1.5.2) 

である（図ー7参照）。ただし図ー7の S，エ等は半

淑幅 bで無次元化されているものとする。伽皿の係数

9
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／
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?=0 と a(O) ~l • 

~=1 
図ー7

， 
が周緑に沿って一定のときは， 点 A と Cの圧力は

等しいことになるから，（1.5.2)を用いると

伽＝C硲節ー1;2=C孤2X)叩ー1/2(sin<p）2m-1

(1.5.3) 

書かれる。即ち伽しをそのままとったのでは， m=O,

m=lのとき吹上げは翼端で発散する。

そこで点 A と Bの圧力が等しい，即ち

A硲 A如 1;2=B硲 B如 1/2

としてみる。 SAsin2<po=SBの関係を用いると

A~A節ー1/2=
A硲 B飢ー1/2

(sin<po)2飢ー1

であるから，この二つの式より

如＝A切（土）細—1 (1.5.4) 

が得られる。 (1.5.3)の C飢を (1.5.4)の B皿で罹

きかえると

如＝A叫l2m-1(2X)m-1/2

となり， A<N)(r;)が一定の形となる。これならば翼端

吹上げは有限である。 A(N)切＝土l)=const. というの

は翼端近傍で 7J方向の微小区間で圧力が変らない状

態に該当するわけであるが，これは一般解の形を根本

的に崩すものではないから， modefunctionに採用し

ても不都合とはならない。

2. 数 値 解 法

nl-

核関数の対数特異性の係数は前後縁で無限大にな

る。そのため Multhoppの collocation法では翼弦方

向標点数の増加に伴って，前後縁近傍で解は発散に向

う。この難点を除くため， Wagner12)および Jordan13)

は前後縁に標点を置いた。こうした計算ができるのは

核関数の対数特異性が前後縁では形を変え，係数が有

限の3/2位および 1/2位の極に変るからである。核関

数の対数特異性の係数は円形翼端でも無限大の形をと

る。しかし粟端では対数特異性そのものが消滅するの

で， Wagnerおよび Jordanの方法の経験に照すと，

翼端に標点をとることで翼端近傍の解を収束させるこ

とができそうに思われる。本章に示す計算法はそのよ

うな考えに基づいている。記述を簡明にするため，本

文では対数補正を省略し，附録に簡単に記載した。

2.1 collocation法

collocation法は Wagner又は Jordanの方法がよい

けれども，記述が繁雑になるので， Multhopp標点と

(237) 
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R m+l 

-wば(~)= I; I; asAs<N)i匹 Sゅ (2.1.4)
N=O s=O 

のように (2.1. 1)は代数方程式の形になる。ただし

1,i冗

cp. =~'wv(e)=w(e, cos cp,)'as=a(cos cps) 
m+l 

As<N) = A <N)(cos cps)，恥s=i忍， coscp叶 coscps) 

es m,...:!;l 
Svs=― I; er cos r<ps凡(<pv)
m+1r=0 

R心）＝上H『cosr¢’sin?
')2 
d<p’ 

とする。演算子 Svsは整理すると

冗 o(cos<p―cos <p （)．1.5) 

es 
Sレs=2(m+1) [（-1)S士v_{1-(-1戸｝ sin2<ps(cos <pレーcos<ps)2 ]， 

ンキ0,m+l (2.1.6) 

s Cs 2 {1 -（-1)り
os=~[l— l-COS <ps ] 

s Cs 2 {1 -（-1)S} 
叩十1,s=2(m+1) ［1- 1+cos<ps ] 

m+l. 1 
S。o=S侃＋1,m+1=~+

2'4(m+l) 

(2. 1.7) 

のように表わされる。 (2.1.6),(2.1.7)は s=O,s= 

m+lの場合にも適用される。

翼端の a(O)の値は (1.4.4) により計算する。 1.3

節で示したように，刀キがならばえぷど）が奇関数のと

き 1•N は¢'が 0 又は冗で 0 になるが，それが偶

関数のときは (1.3.6) より i殴，刀； O)=guoである。

ぷX,0)は v=O,m+lでも蜀面内と同じに(1.4.12)

で仕えられる。このようにすれば，積分方程式 (2.1. 

2)は翼端を合めた代数方程式に変換される。粟端の

吹上げは limw(e，刀）の外挿によって計算すればよい。
n→土1

その値の精度は解の結果にあまり影響はない。

2.2 核関数展開法14)

この方法でも連立積分方程式を代数方程式に変える

運算は前節のものと殆んど変りない。前著で核関数の

哭端特異性として (c/c')nに着Hしたが，刀ーガ→ 0,

刀→ 1では c/c'→ 1であるから，翼端に標、点をとれ

ば，それを特異性として取上げないですむ。

連立積分方程式は

w(O)（り）＝w(O,r;), 

i l 
K(ON)（い’)＝吋＿1.<傘＇）

1 R 1 
-w<M)(r;)= --}; NtJ~1 A<N)(r;')K<MN)(r;, r;')dr;' 

2冗 N"-;:oJ-1

砂（7J）＝（責）kW(~，り） e=o

x上 1- 5'ー知
Y2 ｛煩ゴ戸=yz}de'

KCMN)('1)，'1)’)＝ 
入(-B)M 1 a M 
2 ¥-1犀）国）

m+l. 1 
ふ＝｛ 4 ＋ 2(m+1) }， 
(238) 

注 0,m+l l 

ど'-知x[~呑m]企'
(2.2.1) 

である。ただし l=b/c',f3=c/c'とする。

KCMN)は 1J＝がに 2位の極をもち，それの係数は

c'r0 
(1Jー戸KCON)(1J汀')|1j＝り＇＝了＼ 知(E'）d5'

(1Jーが）2K(MN)（1J,1J’)|1j=1/' ＝子（ー：）M-1i点:~I;： 2゚)|



である。刀ーが→〇，が→土1のとき Y→0であるか

ら，洲端の極でもその係数は上記のものが適用される。

(1.4.1)に示すように KCMN)には対数特異性がある。

それの係数についても (2.2.2)と同様の表示式を作る

ことができる。 KCMN)の ln切ーがの係数を JCMN)

の晶号fI：口＿とi〗M0:iN—／。誓I50(2 } 23) 
である。 (2.2.2), (2.2.3)は (1.4.1)を参照すると

容易に得られる。

b 

c' 
ー（刀ーが）2K(MN)（なが）＝K（MN)切，が）

(2.2.4) 

疇くことにすると

-wCM)(<p） 

a(<p’)ACN)(<p’) 

＝一--1＿凸『況(MN)(<p，<p’)siII2<p’
2冗 N'-;;;oJo (cos<p一cos<p’)2

d<p’ 

(2.2.5) 

となる。 a(<p’)ACN)(<p’)KCMN)(<p,<p’)を (2.1.3)で骰

き変え，代数方程式の形にすると

R m+l 

-Wり(M)＝ここのAs<N)K,~MN)ふs (2.2.G) 
N=O s=O 

のように苫かれる。 これが As(N)の連立力程式であ

る。凡戸， K鱗府は（1.3.7)を利用するとその表

示式が得られる。即ち

：二。Wo(EKM):M益NNW)m:f1[［MMまg::00[:11 ]タニ7/つ
あとがき

楊力面理論において，その周緑近傍で解を正確に算

出することは，現在の進んだ計算技術をもってしても

なかなかむつかしい。前緑については一応 Wagnerお

よび Jordanによって解かれているが，核関数の対数

特異性の問題が完全に解決されているわけではないか

ら，翼弦標点数を普通以上に増すと，解は発散に向う

ものと思う。

本文に述べた粟端間題の解法にも同様の欠点が残っ

ている。しかし vortex-lattice法， 有限要素法にして

11 

も，厳密解そのものに特異性があるので，要素を増し

たからといって結果が厳密解に近づくものではなく，

実用上充分とみなされる結果が得られればよいとされ

る。この息味からすれば，本文の方法は洲端間題の解

決にはなっているわけである。何れにしても数値計算

による検証は必要である。
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〔附録 I〕 ふs

Cs m+1 
S,s=― 区今cosr<psRr(<p,) (A・1)
m+1r=0 

Rr(cp)＝上H『cosrcp'sin2cp'dcp'（A・2)
冗 o(cos cp-cos cp')2 

である。

(A・2)は部分積分を行って Cauchyの主値をと

る。

r=Oのとき

Ro＝上§冗 ~dcp'=-l (A・3)
冗 ocos cp-cos cp 

r~l のとき

(r+ 1) cos (r+ l)cp' 

Rr(cp)= 
1 冗ー(r-1)cos (r-l)cp' 
2冗§。 cos<p―COSp'dcp' 

sin rep cos cp 
=-rcosrcp-~ (A・4) 

sin <p 

である。 (A・3), (A・4)を (A・1)に代入し

、
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s
-
C
S

守

品

公

ン

S

＝
 

の

宮
[

m+l 
X ~ eげ {cosr(<ps-<p.)+cos r(<ps+<p.)} 
r=l 

＋ 
cos'Pu 

2(m+l) sin'Pμ 

m+l 
X ~ er{sin r(cps+cp.)-sin r(cp8-cp.)} 
r=l 

+ 1 
2(m+l) 

1 -（-1)S士ッ
＝一 8(m+l) 

x { 1 1  

sin2 (<p7) ＋ Sln2 (cps/） ｝ 

＋ 
{1 -（-1)S土"}cos<pッ

8(m+l) sin<pu 

x { sin (<ps+”- sin (<ps-<pv) 

sin2 (.!P.で） sin2(<p?） 
+ 1 
2(m+l) 

1 -（-1)S士ッ sin2<ps (-1)S土u
=—+ 2(m+ 1) (cos<pμーCOS<ps)2'2(m+l)

(A・6) 

である。

次にッキO,m+lのときの Sりを求める。

1 
ふ＝
2(m+l) 

m+l 
xこ叶r(l+cos 2が）＋sin2厄 cos<pッ
r=1 sin<p~} 

+ 1 
2(m+l) 

1 m_±l 1 
＝ こ研＋2(m+ 1) r'-:1 -,・'2(m+ 1) 

=m+1+ 1 
4'2(m+l) 

(A・7) 

である。

ッ＝O,m+lのときは次のようにする。 (A・4)より

Rr(O)=lim R心）＝ー2r
p→O 

叫 ＋1）＝}四冗R心）＝ー2rcosr冗 l (A ・8) 
である。これを (A・1)に代入して，総和すると

s Cs 2 {1 -（-1)り・
os=~[l— l-cos <ps ] 

Sm+1,s= Cs +1) ［1-2{1二。1s)仇<p:1土s}］/，) 

が得られる。

(A・8)を (A・1)に代入し'<ps=O,<ps＝冗と置くと

m+l. 1 
Soo =Sm+1, m+l =~ + 

2'4(m+l) 
(A・10)

が得られる。

(A・6)の Svsは又

S,s _ 1-(-1)已 1-2cos <ps COS <pu+cos2 <pu 
＝一es 2(m+ 1) (cos<ps-cos <p況

+ 1 
2(m+l) 

(A・11)

とも書かれる。これを (A・9) と比較すると， IJ=O,

1J=m+lの場合でも，特に (A・9)にたよらず， S,s

の表示式をそのまま使ってよいことがわかる。

(240) 
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〔附録 II〕 対数補正

(2.1.2)のがの積分に対数補正を行う場合の運算

は Mangler-Spencer15)の方法を踏襲して，次のように

する。

a（が）A（N)（が）i忍， 7);が）

＋ 
dな b

dX 4c(7J) 
ACN)(1J) 
(r;ーが）2In I刀ーが 1
J-1ーが

13 

を <p’ の有限 Fourier余弦級数 (2.1.3)で置き変えて

バ1 dr;’V1-刀92
2tr: J-1 （刀ーが）2

の積分を行い，それに

dAN b ACN)(r;) 1 [1 
ー五石 V1ーが云¥-1~ln切一刀'Idr;' 
を加える。翼端では対数補正の必要がないから， r;=

土1のときは本文の運算そのままでよい。

(241) 


