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Problems by the Use of Discrete Loading Functions) 

By 
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Two numerical methods are given for calculating the hydrodynamic forces acting on a 

screw propeller in both uniform and nonuniform flow. The principle and techniques follow 

lifting surface theory of wings using discrete loading functions. The methods are developed 

with the purpose of obtaining more accurate pressure distributions in the neighbourhood of 

leading-edge than others. One is doublet-lattice method and the other is quasi-finite-panel 

method. In the former Lan's theory is applied to the selections of both loading and upwash 

points. In the latter the radial pressure distribution is assumed to be stepwise constant while 

the distribution is assumed to be given by Birnbaum's elementary functions in chordwise. 

The hydrodynamic forces is evaluated by introducing leading-edge suction in relation to 

induced drag in the lifting-surface conception. 

まえがき

前著執筆以来6年を経過したが，その間，電子計算

機の普及と飛行機翼の揚力面理論の発展に刺激されて，

プロペラ理論の応用はかなりの活況を呈している。中

でも非定常プロペラ理論への関心の高まりはプロペラ

理論応用の一つの方向を示すもののように思われるが，

その計算法となるとフ゜ログラム化されたものは現在ニ

三種，というように理論の進展は少ない。一方，飛行機

糞の揚力面理論では discreteloading functionを用

いる方法が発展し，計算技術上の問題点は殆んど解明

されたかに見える。このような現状を調査した上で叫

プロペラ揚力面を discreteloading functionによっ

て解く方法を考えたのが本文記載の解析である。ここ
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には doublet-lattice法2)と翼弦方向には modefunc-

tionを用いる準 discretefunction法の二つが示し

てあるが，前者の簡便さがよく理解できると思う。

doublet-lattice法は vortex-lattice法の一種， 定ヒ°

ッチ非線型の場合に利用できるもので，理論の著しい

明快さに特徴がある。

飛行機翼の vortex-lattice 法は簡便さも然ること

ながら．綿密な精度検定によって信頼性が保証された

ため現在広範に利用されている方法であるが叫 プロ

ペラ揚力面にそのまま流用することには問題がある。

プロペラでは性能計算， cavitation特性の両面から，

特に前縁附近の圧力差を正確に求める必要があるのに．

1/4-3/4弦長法の vortex-lattice法ではそこに欠陥

があるからである叫本文では特にその点に留意し．

難点を避ける方法を採用している。
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プロペラ揚力面の積分方程式ではまず核関数が積分

表示の形をとり，それに揚力面上の面積分が菫なるの

で，積分は3喧になる。 mode function法ではこの

3重積分はすべて数値積分に頼るわけで，その際核関

数の特異性をめぐって難問が幾菫にも重なる。 disc-

rete function法の利点は 3璽積分のうち面積分が解

析的に行える点にある。中でも翼幅方向の積分が可能

なことは重要で，このため modefunction法で遭遇

する対数特異性の難問はおのずから解消する。即ちB

AC記が翼幅方向の積分を先に行って上記問題を避

けているのと似た効果をもたらすわけである。したが

って翼幅方向の積分を行ったあとでは圧力差の翼弦分

布をEVD法6)のように折線で近似させようと， mode

functionを用いようと，計算量には大きな違いはな z 

い。本文で finitepanel法の代りに準 discretefunc-

tion法を採用したのはこの理由による。プロペラ源

では吹上げ分布が連続的であるから，この方がEVD

法より有利のように思う。

内容

1 序論（基礎的事項）

1.1 速度ポテンシャル

1.2 対称プロペラ非定常対称流場

1.3 境界条件と積分方程式

1.4 螺旋面の幾何と翼素形状

1.5 前縁推力と糞素の誘導抵抗

1.6 流体合力の表示式

2 doublet-lattice法

2.1 doublet-lattice 

2.2 演算子行列

2.3 演算子行列の実用形

2.4 hydrodynamic pitchの計算法

2.5 標点と翼素の配分

2.6 合力の計算法

3 準 discretefunction法

3.1 定常プロペラ

3.2 非定常プロペラ

3.3 合力の計算法

あとがき

記号

x, r, 0 任意点の座標（円濤座標）

x', r',(j' 揚力面上のdoubletの座標

p 流体密度

p 流体圧力

<p=-p/p 圧力場のポテンシャル
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(/) 速度ポテンシャル

ッ 振動率

(/)＝(/)。砂t 非定常の速度ポテンシャル

”=Pl-Pu 揚力上の圧力差（荷重分布）

on 揚力面への法線素片（揚力の働く方向

を正とする）

y 

‘‘ ヽ 27(h
--ヽ----

a: 

図ー1 螺旋座椋

w 吹上げ

W=W。eいt 非定常の吹上げ
V プロペラの前進速度 (x軸の負の方向

に進む）， プロペラの回転角速度 (x軸を軸に負
の向きに廻転する）

r。 プロペラ半径

rb ボス半径

奨数

s 渦の分布する螺旋に沿って測った長さ

WI 翼の位置における定常自由渦の吹上げ

2rrh 螺旋渦のヒ゜ッチ

Wa= -WJ COS EJ 
． 

Wt=WJ sm EJ 

Wa Waの半径方向の平均値

一如 Wt/Yの半径方向の平均値

h= (V +wa) I (Q+wtf r) 

r I h = μ, r'I h = μ' 

sin o=l/ ✓T五瓦 coss1=μ/ Vl十炉

V*=V＋如， Q*=Q+wtfr

W* = V*,/1+μ2, W*'= V* ~ 

P=1,1/Q, P*=1,1/Q* 

r* =III (p W*) 

r。*＝n。!(pW*) 
x=f(0,r) プロペラ翼の平均矢高面の方程式

a=0-x/h,て=0+x/h

a'= 0'-x'I h,,'=()'＋x'/h 



1 序論（基礎的事項）

1.1 速度ポテンシャル

プロペラ揚力面SのところにIIの圧力差があるとき

の圧力場のポテンシャルは，そこにモーメントが II

の doubletを分布させることで得られる。 したがっ

て定常プロペラの場合は

1 l-1 
如，a,μ)＝石五。JLn(s',r/` 妓）ds'dr'

(1. 1. 1) 
である。ただし

hR=凶（x-X'）吐炉＋r'2-2rr'cos(0-(j'-2m耀）

h= V* IQ* (1. 1. 2) 

とする。

非定常プロペラで対称振動のときの圧力のポテンシ

ャルの complexamplitudeは

1 ~1 
伽(r,(J,μ)=4冗ph:oe-t2pr,Lr/ti.lSII。(s',r') 

xa°n,-（い）ds'dr'(1.1. 3) 
のように (1.1.1)とほぼ同形である。この式のPは正

整数で， l.lを振動率， 9をプロペラ回転角速度とする

とP=v/Qである。又 S'は螺線に沿って測った長さ

とする。

螺旋座標て9 (J, μを用いると

R= パ(Tニ召— (J＋ (JT几―丑戸五が2二2五

Xcos{（て一て'+(Jー (J’-4mrrI l) /2} 

;＝パ~{(µ'十い）贔ー(µ'-］i)

X ゜戸｝
ds'=hり1+μ92dが／2 (1.1. 4) 

である。

定ヒ°ッチ非線型理論では圧力場より速度場への変換

は単純な積分によって行うことができる。即ち定常プ

ロペラでは

応9(J，µ)＝上J~~¢(T,(J ， µ)dT (1.1. 5) 2Q* J _oo 

非定常プロペラでは

麟，mμ)＝-Lire―尺:(て-T)
29* -00  

伽(T,(J,μ)dI'

(1. 1. 6) 

である。 (1.1. 5)に(1.1.1)を，又(1.1. 6)に(1.1. 3)を

代入すれば，それぞれの速度ポテンシャルが得られる。

圧力差IIと束縛循環密度r＊の関係は定常プロペラ
では

Il=pW*r* 

非定常フ゜ロペラでは
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(1. 1. 7) 

II。=pW*r。* （1. 1.8) 

である7),8)。 ただし II。,r。＊はそれぞれの complex

amplitudeとする。

1.2 対称プロペラの非定常対称流場

プロペラのそれぞれの翼の圧力差が時間的に無関係

に変動する場合の揚力面を計算することは，電子計算

機の発展した現在でも中々大変で，計算が行われるこ

とは殆んどないが，対称振動の計算の方は目下進展途

上にある。この対称振動の考えは非定常プロペラ理論

の韮礎になるものであるから．定ヒ°ッチ非線型のよう

に非線型要素の入るものでどう考えるか．仮説の拮本

を明らかにしておく必要があるだろう。

対称プロペラで．回転周期が流場の振動周期の整数

倍のときを対称振動という。この場合はどの漢でもあ

る定まった位置にきたとき流場は合同になる。逆に流

場を回転軸のまわりに蔑間角の整数倍回転すると．位

相遅れが現われるだけで流場は相似になる。例えばフ゜

ロペラ回転面における不均一流が円周方向にPの振動

率で icp(r)e-ipoのように調和振動しているものとす

る。これを角速度9で回転しているプロペラから見る

ときは． 0の代りに 0-Qtで罹き換えればよい。そう

すると．プロペラ糞への流入角は振動率pQで変動し．

したがってプロペラの流場全体はpQの振動率で振動

していることになるから．回転周期と流場の振動周期

の比率はPで整数．対称振動である。各翼に対する流

入角はプロペラの一回転の間にP回変動し．したがっ

て位相は 2加進む。これは各翼間では 2P冗/lの進み

になる。

この流場の速度ポテンシャルの complexamplitu-

deを定ヒ°ッチ非線型の仮定のもとに書いたのが．

(1.1. 3), (1.1. 6)である。

その式の 1/Rを Green関数

し 1ミJoo e i/2（,+rd (r-,1) -i/2 U-n) (a-a1)-i2nmrrl l 
R 7r n~'"=-ooJ -co 

Xln(I入l/--i)Kn(Iえ|p')dえ， 11'>p (1. 2.1) 

で置き換える叫ただし In,Knは変形ベッセル関数

である。 記述を簡単にするため仮想摩擦μを導入す

る9)。そしてて， 6 を円濤座標 0, X に変え，更に

包e-t2(p+n)mr/l=（°,p+nキkl
l, p+n=kl m=o 

(1. 2. 2) 

(419) 
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(kは0を含む整数）

の公式を用いてmの総和を行うと

<l>。(x,r,0)=4がi*h切瓜喜ds'dr'
x 豆「い—(lk-P) ／µ’
k=-00• -00え十lk-P+P*—iµ

lik-p(Iえ1[lく）

xKik-p(I入Iμ>)e i).（x-xt)/h+i(lk-p) <o-on d入

(1. 2. 3) 

となる。ただしμ>,μ<はそれぞれμ,μ'のうち大

きい方および小さい方を意味する。

この流場を二翼間の整数倍プロペラの回転方向に回

してみる。それには (1.2.3)の0の代りに 0+2m1r/l

と置けばよい。その結果は容易にわかるように，

(1.2.3)と全く相似，ただ2mP1r//の位相遅れがある

だけである。即ち (1.1.6)は対称振動の流場である。

この式はPとP*をパラメターとするだけで，振動率

は表面に現われていない。

次に対称流場における P,P*とンの関係を明確に

しておく。振動率)で調和振動をする対称流場の速度

ポテンシャルの complexampliduteを渦理論で書

くと

1 t_1 r0 00 b 
<l>。＝石五。e-i2pmn:ll[／叫tl

叫 s')ds’羞(J?)ds (1. 2. 4) 

である。この式のPは叫9とする。 roは循環密度の

complex amplitude, sは渦の分布する常螺線に沿う

長さを表わし， S1は翼前縁の S座標を意味する。この

螺旋面のビッチ 2社の hは(1.1.2)に示すものとし，

o/on’'はその面に対する法線微分である。
r*を束縛渦の循環密度， rを束縛渦， 自由渦を一

諸にした全循環の密度とし，乃＝r-r*と書く。定ヒ°

ッチ非線型理論はこの渦が常螺線に沿って W＊の流速

で流されると仮定するものであるから， Prandtlの渦

保存則により

み＊元元~+~+ W*~=O at ・ at ・ ・ ・ as (1.2.5) 

の関係が成立つと考えてよい。この式を rJについて
解くと

1 s 
r戸 r-r*=―防い（S'，t-累詞）ds'(1.2. 6) 

ただし r'＝祈＊／at

が得られる。両辺を Sで積分して，循環の式にすると

(420) 

f r(s') ds'-f r*(s')ds'=—出
SI SI 

S SIi 

寸ds"fr'(s',t-~)ds' 
S I SI 

であるが，右辺は Dirichlet変換によって積分順序を

交換すると，積分が行えて

＝(/*(s',t-冨）ds'-(/*(s')ds'
となる。よって

(/(s')ds’=．い（s',t-冨）ds'(1.2. 7) 
が得られる。これは rとr*の関係式である。

(1.2. 7)の両辺に p(aI at+ W*a I as)の演算を行う

と
s 

゜P-irJ r(s',t)ds'+pW*r=pw*r*(s,t) (1.2.8) SI 

である。一方 Eulerの運動方程式を積分すると

0(/J p 
p= -p----W叶 const.
at 2 

である。ただし Pは圧力， W は流速を意味する。圧力，

流速等の炭上下面における値を脚符 u, lを付して表

わすことにすると，上式より

a II(s,t)＝Pl-P“=p--（(/Ju-(/Jl) 
at 

＋且(Wu-1-Wi)(Wu-Wl) 
2 

である。近似的には

W*= (Wu-1-Wi) /2, r=Wu-Wl 

としてよいから，（1.2.9)は

ll(s,t) =p 
s a 

可 Jr(s',t)ds'+pW*r 
SI 

(1. 2. 9) 

のように表わされる。この式の右辺は (1.2.8)の左辺

と等しいから，それを等僅すると

ll (s,t) = p W*r* (1.2.10) 

のように Kutta-Joukowskiの定理と同形の式が得ら

れる。 (1.1.8)はこれの調和振動の場合である。

流場が振動率ンで調和振動をしている場合は

r(s,t) =ro(s)eい， r*(s,t)=ro*(s)eivt (1. 2.11) 

のように表わされるから，（1.2. 7)は

f ro(s')ds'=f ro*(s')e-ivlW*<s-s')ds'(1.2.12) 
s1 s1 

となる。これを (1.2.4)に代人すると，速度ボテンシ

ャルは
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1 l-1 r。 00 5 
(/)。＝石五。e-i2pmrrll[~dr'L[ ro*(s') 

rb Sl sl 

Xe-し,IW*<s-st)ds’』位）ds

(1. 3.1) 

(1. 2.13) 

となる。 Dirichlet変換を用いて (1.2.13)の s',s 

の積分順序を交換し， r*が奨面外で0であることを考

慮すると

1 l-1 r。s2
炉五m均―i2pm1rllJげ'JSJr。*（s')ds' 

Xi：戸IW*(s-s1)崎（f[)ds

油

V* 
=P* 

(1. 2.14) 

と書かれる。ただし S2は翼後縁のS座標である。

(1.1. 4)に示した dsとみの関係を用いて変数 5をそ

に変えると

レ～~(s-s')= 油（そーが）
W* 2V* ― 

である。 (1.2.14)の積分変数そをそーて1=て-Tによ

って Tに変える。そこで

(1. 2.15) 

と書くと，（1.2.14)は(1.1. 6)に一致し，上に示した

ように対称流場になる。 (1.2.15)よりがは振動率 J.i

と J.i=P*il*の関係にあることがわかるが，ーガ (1.

2.12)にさかのぼると，調和波状循環の分布状態を表

わすパラメターということになる。線型理論9) では

P=P*であるから，理論は単純明快である。前著＂の

非定常フ゜ロペラ理論ではその明快さを保っため P,P*

を P*一つに統一したが，それでは起振力の計算が複

雑になる。そのため本文ではP,P*を異なるものとし

て表わした。少し込み入った形になったが，非線型理

論の宿命というものだろう。非線型要素をもつと精密

に取入れると，（1．1.6)のような単純な積分変換では

すまされないが，圧力場が (1.1. 3)の形ならば，対称

振動の流場が形成される。

1.3 境界条件と積分方程式

楊力面上の境界条件ば流れが翼面に沿って流れると

いうことで与えられるものであるから，揚力面上の吹

上げ W は翼の幾何学的形状とそれへの流入速度が与

えられれば定まる。

揚力面の吹上げ W は，定常プロペラでは

みPW=~I on(J＝(J’ 
非定常プロペラでは

Wo= 
砂。
加 1(J=(J, （1. 3. 2) 

によって計算する。又螺旋渦のビッチを定めるWa,Wt

は

WJ= 
a(J) 

茄I:~::
とすると

Wa= -WJ cos cI, Wt=W1 sin c/ 

によって求めることができる。

00 

Vt =R心 {iev(r)+ fv(r)} eゴp(/
P=1 

砂 1 ・ 

an(]=(]I = -V
a COS cf +Vt Sin cf 

(1. 3. 3) 

(1. 3. 4) 

＞ 

＞一

ぷ1
図ー2 流速ベクトル図

揚力面上の境界条件は，定常プロペラでは

W= -W* sin (s0-c) (1. 3. 5) 

である。

非定常プロペラではまずプロペラ回転面における伴

流分布を円周方向に調和分析しておく必要がある。伴

流の軸方向成分 Vaおよび接線方向成分 Vtを

00 ¥ 

Va=R心 (icp(r)+dp(r)} e-ipo 
')J＝1 

(1. 3. 6) 

のように表わす。この式の 0を 0-0tで置き変える

と，フ゜ロペラ萬から見て伴流が調和振動をする形に表

わされることになる。更に揚力面上の値にするため，

0=（て十び）／2によって0を螺旋座標に変える。そこで

(J＝0とすれば，第 1翼，即ち m=Oの翼の上の値が

得られる。伴流中の非定常プロペラの境界条件は

(1. 3. 7) 

(421) 
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であるから，一つのPに対する吹上げは

Wo= {-(icp+dp)coss1 + (iep+ fp) sins1} e-ipr12 

(1. 3. 8) 
である。

(1. 3. 1)の W に (1.3. 5)の右辺を代人したものが

定常フ゜ロペラの積分方程式であり，（1.3.2),(1.3.8) 

について同様にしたものが非定常フ゜ロペラの積分方程

式である。 w および W。の表示式は

w =8初祉羞羞ゼ弧”(s',r') 

x¾,(½)I(j=(j / ds'dr' (1. 3. 9) 

1 l-l a て
Wo=~只。e-i2pm,cl i-iz--J~oo e-ip*/2 (r-T) dT 

xJtr1。 (s',r'）心，（¼)I(1＝(1/ds'dr'

である。 a/onの中の 0／釦を 0/OTに償き換えれば，
訊 nの演算は積分記号内に移すことができる。 よっ

て

w（て，μ）＝ liT O¢ ¥ 
2D* J -00 an I u=ul dT 

Wo(r,µ)=2江00e-ip*l2(r-T>~| 炉oIdT

(1. 3.12) 

のように表わされる。この式の o/onは

贔ェ贔{(µ+｝）嘉—-(µ―}）が
である。

1.4 螺旋面の幾何と翼素形状

柱面や錐面のように直線が動いてできる面を線織面

というが，その中で一定直線Xと直交し， しかも或一

定の法則で動く直線によって描かれる線織曲面を正コ

ノイドという。即ちこの曲面は

X=g(cp) 

Y=r cos <p 

z=r sin <p 

の方程式で表わされる。

一方曲線Cが一定角速度で回転しながら定直線Xの

方向へ進むとき作る曲面を螺旋面という。この曲面を

表わす方程式は

x=f(r) +k<p, k=const. 

Y=r cos <p 

z=r sm <p 

、

A

、

(1. 3.10) 

(1. 3.11) 

(1. 4.1) 

である。ただし Cの方程式を X=f(y)とする。特に

Cが直線でそれが X と直交しているときできる曲面

(f(r) =O)を常螺旋面という。常螺旋面は正コノイド

の線織面で同時に極小曲面であるが，逆に線織曲面で

極小曲面であるのはこの場合に限る。

以上のようなことが岩波「数学辞典」（第2版p.448)

の螺旋面のところに書いてある。極小曲面というのは，

針金で空間曲線の枠を作り，それを石けん液に浸して

静かに引き上げるとき，そこに張られる面であって，

この枠を張る膜の中で曲面積が最小となるものであ

る。極小曲面では平均曲率は常に 0である。

(1. 4. 2)でr=const.とおいたときできる曲線を常

螺線 (helix)という。円柱面上の測地線は常螺旋にな

る。動径rば常螺線の主法線であるから，常螺線の接

線とその接点を通る動径を含む面は常螺線の接触平面

である。ところで一つの角が CI に等しい直角三角形

を半径rの直円壊に巻きつけ，角 CIの頂点を x,y, z 

座標の点 (o,r, o)にとり（図ー3), CI をはさむ斜
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図ー3 常 螺 旋 面
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辺でない一辺がyz面上にある半径 rの円に重なるよ

うにするとき，斜辺の描く曲線は方程式

x=r<ptan cf, Y=r cos<p，z=r sin<p 

を満たすので，それば常螺線となる。

常螺線の接触平面が螺線のまきつく円塙を切る血は

楕円であり，その接点は楕円の周の短軸上の点である

から，常螺線の曲率はこの楕円の短軸上の曲率に等し

い。楕円の長半径を a,短半径を rとしたときの短軸

上の曲率半径 pは

p=a町r (1. 4. 3) 

である。図ー3を見ると明らかなように

a=r sec cl (1. 4. 4) 

であるから，これを (1.4. 3)に代人すると

r =r(1十炉）＝が＋r2p= 
2 cos 2cJ 屈 r

となる。

図ー4 フ゜ロペラ翼の基準面

（プロペラ前方より見る）

(1. 4. 5) 

図ー4の点線は0を回転軸とするプロペラ腱輪郭の

正面投影図である。 A, CとBをそれぞれ奨輪郭およ

び縦軸と半径rの円との交点とする。横軸上， 0より

hの距離にある点をP,更にPを通り BPに直交する

直線が縦軸と交わる点をQとすると

rx叩＝盛2=h叶 r2

であるから，（1.4. 5)により， BQ=pとなる。 した

がって B点近傍の常螺線は Qを中心とし， BQを半

径とする円で近似的に表わされる。 A,C より引いた

横軸に平行な線とこの常螺線との交点をそれぞれ A',
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C'とすると，曲線 A'BC'は菰素 ACの常螺線への

投影線で，この線の法線はプロペラ回転軸と直交する。

この A',C'に相当する点を翼根より奨端にわたって

求め，それを結んだものが，漢輪郭の定ヒ゜ッチ螺旋面

への投影面，即ちフ゜ロペラ揚力面理論の場合の基準面

（圧力差を分布させる面）に該当する。以上のようなフ゜

ロペラの展開面の書き方の幾何学は Taylorの “The

Speed and Power of Ships"のような参考書の中に

書かれている。

糞素への流入は A'BC'の曲線に沿うと考えるの

で， discretefunction法のboxの境界はこの線にな

らって作ることになる。次章以下の理論は曲線 A'B

C'への法線で糞弦方向に box分割を行うという形で

展閲される。 この分割法は飛行機菓の矩形 box分割

に相当するもので， box内で半径方向に IIが一定と

仮定すると，（1.3. 9)および (1.3.10)のげの積分を

初等的に行うことができる。このことが理論全般に及

ぼす影腎は極めて大きい。

普通のプロペラでは多い少ないはあるが rakeang-

leと skew backが付くのが一般である。幾何学的

に見ると，これらはそれぞれ飛行機翼の上反角および

後退角 (sweepangle) に対応するが，工学的な類似

点は無い。

skew backは上に述べた常螺旋面の幾何学でよい

けれども， rakeangle付フ゜ロペラは飛行機の nonp-

lanar wingに対応し， プロペラ流場の渦の分布面を

皿転軸を軸とする円塙面で切ったところは常螺線であ

るが，渦面全体は常螺旋面にならない。したがって積

分方程式は1.3節のままではなく， a厄nを (1.1.4) 
の代りに， rakeangle oを含む

a coso rt,. 1 ¥ a 加＝パ~{(µ'+］)戸
-（μ'--1-）-a_―}＋迩n]0
μ’釦’h 初＇

(1. 4. 6) 

として核関数を導く必要がある。一方境界条件につい

ては半径方向の流速を無視する限り (1.3. 5), (1. 3. 8) 

のままでよく (1.3. 1), (1. 3. 2)のa厄nは (1.1. 4) 
でよい。

積分方程式を前記の box分割で計算する場合， r’の

積分はやはり初等的に行えるので，演算子行列の計算

は次章以下に示す方法とあまり変らない手数で求める

ことができる。 rakeangle, skew back何れにして

も，揚力線理論として，それが無視し得ない程大きい

ときは Munkの定理皿8) が成立たないことは心にと

(423) 
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どめて置く必要がある。ただ螺旋渦のビッチを定める

誘導速度 WJは翼近傍における渦面上の平均値という

意味をもっているので．（1．3.3)のままでよい（この

場合の釘anは (1.1.4)の意味である）。

1.5 前縁推力と翼素の誘導抵抗

揚力面の誘導抵抗分布の計算は最近．一部の閲心の

的となっている10)，11)。一つにはこれが揚力面の計算精

度の指標とも見られるからである。その目的が何れに

あるにせよ．飛行機翼ではこの課題は目下のところ二

義的であることは明白である。一方プロペラについて

はこれは重要で．推力． トルクの算出に誘導抵抗分布

の計算は欠かせない。前著12)で一応揚力面としてのプ

ロペラ性能の計算式を示したが，翼素の前縁推力の項

に sweepangleの効果が落ちていた。特に新しいこ

とは含まれないが．以下薄翼の誘導抵抗について若干

の解説を行う。

揚力面の抵抗成分の表示式には一般に前縁推力の項

が含まれる。これは多分に数学的なもので．線型理論

と非線型理論の橋渡しがその主要な役目と理解してお

くのがよいだろう。

完全流体中の 2次元翼には抵抗成分は存在しない。

薄翼の場合でも前後縁で循環密度が0ならば．抵抗成

分は 0である。ところが循環密度が前縁近傍で

r*=2CJ./x+c （前縁の X座標を一Cとする）の

とき，抵抗成分は0でなく，極限計算により

Dl=P i 
2冗
-£:--¥ r*(x)dx 
-c 

je r*（X'1) dx’ 
-c x-x 

= 4pC2 戸~s:~し dµ
2n Jo./ 入。りµ入—µ

=npC2 (1. 5.1) 

が得られる。これの実際の計算法は Flaxの論文13)の

附録Iに示されているが，とにかく循環密度の前縁の

特異性だけから導かれる。これは薄翼理論特有の余分

の抵抗成分と見なければならない。 Grammel14'は厚

さ無限小の薄翼前縁でもそこの圧力は一00であるから，

力として有限な水平成分が考えられるとして，前縁推

ヵSNを計算し
SN=冗pC2 (1.5.2) 

を得た。 これは (1.5.1)のDiと大きさ等しく反方向

であるから．薄翼理論でも非線型理論のように抵抗は

0となり．理論上の欠陥は除かれる。

3次元揚力面でも前縁が直線の場合．その近傍に限

定して流場を見ると流れは2次元的とみなされる。そ

れで揚力面の内点の前縁よりの距離を Sとすると．一

(424) 

般にその循環密度は前縁に

r* =2CJ./s (1. 5. 3) 

の形の特異性があり，したがって圧力差の抵抗成分を

積分して漢の抵抗を求めようとすると，（1.5.1)のよ

うな薄翼特有の余分なものが含まれることになる。 3

次元揚力面のその項の計算は矢張り前縁近傍の 2次元

的運算になるので，別法として2次元的に前縁推力を

計算しても結果は同じ筈である。

uo 
工

図ー5 前縁推カベクトル図（直進漢の場合）

(1.5.2)により単位幅当りの推力は

dSN dSr 
"= 

dyN dy 
＝可pC2 (1. 5. 4) 

である（図ー5参照）。虹進揚力面の循環密度の数値

解は一般に x,yの関数として得られ，特に前縁特異

性は Xの関数として表わされる。それを仮に

r*=2A!./x+c (1. 5. 5) 

と書く。これを Sの関数として表わすには渦管の定理

を利用するのがよい15)。即ち

r*(s) =+.(r r*dx 
as J-c r (1. 5. 6) 

である。右辺の r＊に（1．5.5)を代入する。 r*の分布

から見た XとSの対応点は s=(x+c)cosAであるから

（図ー5参照），

r*(s) = 
2A./ secA 
v; (1. 5. 7) 

となる。よって， C=A./函元］，（1．5.4)により

dS1, 
dy ---＝repA2 sec A (1. 5. 8) 

が得られる。これは Garner16)が示した式である。前

縁が曲線の場合でも曲率の影響は省略しても大差な

<17)，以上の結果が流用できる。この前縁推力を利用

すると，直進揚力面の誘導抵抗 Diiは
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Dii= Jt ll¾dxdy-;rprbが secAdy 
(1. 5. 9) 

のように表わすことができる。一方エネルギ一定理に

よると，揚力面の誘導抵抗 Diは揚力線のものと同じ

で

Di= 4qbr厄 dy
-b 

dST 
dy 
＝冗psecA・{A訴＋2A。凡Aei,t+(ReAeiザ｝

(1. 5.15) 

で与えられることになる。

プロペラ起振力を計算する際，製索の語導抵抗が必

要になるが，それには (1.5.14)の形を用いるのがよ

しヽ。

ai=Lib竺 1,dy' 
2rr J-b dy'y-y 

(1. 5.10) 

のように表わされる。ただし bは半翼幅， q=1/2pV巴

I'は無次元循環分布とする。 (1.5. 9)と(1.5.10)とは

一致する筈のもので， Garner16)が吹上げ一定の放物

型 sweptwingについて計算した結果では， 両式の

被積分関数即ち誘導抵抗分布は全く異なるが，全抵抗

では1.3形の違いに過ぎないという。したがって誘導

抵抗分布として(1.5.10)の被積分関数をとるのは誤り

で，（1.5. 9)のyの被積分関数がそれの充分正確な値

を与えると考えてよい。

プロペラの場合，推力およびトクルの表示式に翼素

の誘導抵抗が含まれるので，それの計算には (1.5. 9) 

の形が必要になる。

非定常翼の場合にも同じように考えることができ

る。 2次元非定常薄蔑で前縁近傍の循環密度が，

r*=2c心＋cであるときの前縁推力ふvは (1.5. 2) 

と同じに
～ ～ 

SN=可pC2

翼断面誘導抵抗 oDiiは

C 

剛＝l-CII農dx-SN

～ 
A=A。+ReAeivt

ODii=JellOzdx-dS1' 
-c ox dy 

(1. 5.11) 

(1. 5.12) 

であるという18),19)。（1.5.11)の証明は示されていない

が， SNが (1.5.1)の積分から出て来る抵抗を打ち消

すためのものとみなすならば，（1.5.12)の関係が成立

つことは容易に理解できる。

3次元翼で sweepangleが 0でないときの取扱い

は定常翼と同じである。循環密度が(1.5.5)の形で，

Aは

(1. 5.13) 

のように定常項A。と非定常項Aにより構成されるも
のとすると，翼素の誘導抵抗は

(1.5.14) 

1.6 流体合力の表示式

以下の計算では翼厚の影響は省略する。

1. 6.1 定常プロペラ

定常フ゜ロペラの流体合力は前著に示してあるが，一

部の訂正と非定常プロペラの場合との比較の意味で再

録する。

糞素に働く揚力 oLおよび抵抗 oDは

oL=pW*「r*ds
S1 

S2 
, (1. 6.1) 

oD=pW*f¥*巫-ds-0Sr+oD1
S1 as 

である。ただしfは螺旋面より翼の平均矢高面までの

距離， OSTは前縁推力， ODjは翼断面の粘性抵抗と

する。 aL,aDによる軸方向および接線方向の力の成

分 as,oTは

oS=oL cos c:1-oD sin c:1 

oT=oL sin c:1+0D cos c:1 

紆．
COS CI---SlnCI呈COSc。
as 

紆sin c1++cos cl~ sin c。
as 

l
l
 

(1. 6. 2) 

である。 a11as=tan(c:o-f:J)であるが，

COS(co-cl)=;: 1 としても大差ないから，

i,~

) 

(1. 6. 3) 

とすることができる。この関係を用いると，推力Sと

トルク Qは

S=lps:。W*dr(¥*cosc。ds+tj勺Srsinc1dr
rb ~ S1 九

-l『°ODJSin SIdr (1.6.4) 
rb 

Q=lp化r。W*rdrt¥*sin c。ds
• rb i S1 
-l『゚r6STCOSCIdr+lir。~oDJ cos c1dr (1. 6. 5) 
rb rb 

のように表わされる。漢弦中点を原点として螺線に沿

って測った長さを s*（後縁側を正とする）， 半翼弦長

(425) 
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を Cとしたとき， r*が

H * ｛ c-s* 
pW*2 W* 
= r =A(0)（r) ＋A(1)(r) 

c+s* 

x ~ +A12>(r)(s*/c) ~ ＋・・・

(1. 6. 6) 

の形で表わされるものとする。これに対する前縁推力

は (1.5.8)より

6ST=王pcW*2(A(0>)2sec A 
2 

(1. 6. 7) 

で与えられる。前著では secAが落ちていた。プロペ

ラの場合のAは前縁の接線が螺線の法線となす角であ

る（図ー4参照）。

1.6.2 非定常プロペラ

ここでは不均一流中のプロペラを考える。プロペラ

には弾性変形がなく，回転軸に対する翼の相対位饂は

変動しないものとする。したがって翼素の姿勢は時間

的に変化せず，圧力だけが調和振動していると仮定す

るので，流体合力としてはそれと同じ振動率の振動力

だけが導かれ，その時間平均は0である。一方自由渦

による損失エネルギーの時間平均Eは有限であって，

それと変動する推力， トクルの時間平均S,Qとはエ

ネルギ一定理により

豆•=9*d-V*S (1. 6. 8) 

の関係がある。即ちこの場合は上記とは逆に推力， ト

ルクの時間平均が有限である。これはエネルギ一定理

が流速の 2次の項まで計算しているのに対し，定ヒ゜ッ

チ非線型理論は線型理論にほぼ近い計算をしているこ

とによる相違である。万が既知でも，（1.6. 8)だけか

ら瓦百を分離して導くことはできないが，流速の2

次の項までとれば，それの算出は可能である。しかし

以下では流速の2次の項は微小量とみなして省略する

ので，亙 Qについても同様に定常の s,Qへの寄与
は考えないことにする。これは波浪中の抵抗増加の問

題と同じで，船が動揺しないものとすると，抵抗増加

が流速の2次の orderでしか導かれないことに該当す

る。

以上を前置きにして，以下で，周期的に変動する圧

力に基づく流体合力の表示を求める。

翼素に働く揚力および抵抗は定常の場合とほぼ同じ

に

(426) 

oL=pW*JS2r。*dseいt
S1 

S2 
砥＝pW*(2r 紆*—-dseわt-6ST

S1 
。as

のように表わされる。ただし粘性抵抗の時間的変動分

は小さいので無視する。 (1.5.15)で与えられる前縁推

カのうち eietの2次の項を省略すると，その時間的変

動分は

oS炉ゴtpcW*2A(O)A(O)四 secA (1. 6.10) 

である。 (1.6.9)の力による推力および接線方向成分
～ ～ 

oS, oTは

~ ～ ～ 
oS=oL cos 1::1-oD sin cJ 
~ ~ ～ 

oT=oL sin s1+0D cos 1::1 

(1. 6. 9) 

、

,

‘ (1. 6.11) 

である。 (1.6. 3)の関係および同一半径のところの糞

素については各翼間の ro*に2P冗／lの位相遅れがある

ことを考慮すると， m番目の源の翼素に働く力は

S2 
心＝pW*e-i2pm,r/lJ:2r。*COSc。dseivt 

S1 

十冗pW*2cA(O)A~(0)C―i2pm,r/l secAsinc[ eivt 

叶'm=pW*ci2pmtrl『¥*sins。dseivt 
一冗pW*2cA(O)A~（O)e-s:2pm…secA cosgeiutl 

(1. 6.12) 

のように表わされる。これをmについて総和するのに

(1.2.2)を利用する。変数aが0又は整数のとき 1'

それ以外では0の値をとる関数を l(a)の記号で表わ

すことにすると，

瓢＝pll(P叫W*「¥*cossods 
m=O t.,  s1 

～ 
丘 W*2A(O)cA(O)secA sinCI}四 (1. 6.13) 

l-1 ~ r.-S2 

翌四＝pll(PIl) { W*J::r。*sinc。ds

→W*2cA <0> A 10> sec A cos c 1}正（1.6.14) 

と書かれる。 (1.6.13)を半径方向に積分すると推力変

動5が得られ，（1.6.14)による回転モーメントを半径

方向に積分するとトルク変動Qが得られる。即ち
r。 S2

ぶ pll(P叫 W*drjr。*cosc0ds 
rb Sl 

廿r゚W*2cA<0)た secAsinc1dr}eivt (1. 6.15) 
rb 

｝ 
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r。
Q=pll(P叫JrbrW*dri:：r。*sin2。ds
一冗Jr。rW*2cAWふ secAcosc1 dr} eむt(l. 6.16) 
rb ｝ 

である。実際の計算では，以下も同様であるが，実数

部をとる。

次にプロペラ回転面内の横力とモーメントの表示式

を求める。或る翼(m=O)の基準径がy軸を通る時刻

をt=Oとする（図ー6参照）。 m番目の翼素に働く y

および z方向の力を oYm,oZmとすると

Z 

uo 

0香目の翼の位置

図ー6 流体合カベクトル図

（プロペラ後方より見る）

(1. 2. 2)を利用すると (1.6. 20)は

江s=—卯(Pド）ei(p+u Gt 

-I（勺L)ei(p-1)nt} 

応位(~)ei(p+l)Qt 

+1(勺1)et(p-1)9t} 

となる。横力 Y,Zは(1.6.18)を半径方向に積分した

もので，

(1.6.21) 

`r。oT。drI;s, Z=t(。oT。dr江（1.6. 22) 
rb rb 

で与えられる。

次に y軸および Z軸の正方向まわりのモーメント

My, Mzの表示式を求める。 m 番面の褪素に働く圧

力によるモーメント oMym,oMzmは

oMym=oぶrsin(ilt-2mn: / l) 

-o元 cos(Qt-2m n/l) 

oMzm=oぶrcos(ilt-2mn: / l) 

豆加msin (Qt-2m叫）

(1. 6. 23) 

である。ただし o~m は m番目の糞素の基準径まわり
の頭下げモーメント

~ Sぽ
o~m=pW*e—i2pm rrll J:;:ira*dseiッt

S1 a* 
(1.6.24) 

oYm=o九＊sin(Qt-2加 fl)

oZm=o九＊cos(Qt-2加 fl)

である。これの 6Tm＊は漢素抵抗の基準径に直角な成

分で，（1.6.12)とは少し異なる。 mについて総和する

と，

l-1 
I;oYm=loT。 •I:s
m"O 
l-1 
I;oZm=loT,。•こ c
m"O 

} (1. 6.17) 

(1. 6.18) 

S2 
OT。=pW*ir。*cos1/f'sin s0ds 

S1 

-71:pW*2cA(O)A(O)SecAcos鱈 COSSI (1. 6. 19) 

ど）＝料eip(Ot-2m/l)sin(9t-2加 Il)
m=。（cos(9t-2加 Il)(1.6. 20) 

と書かれる。ただし炉は図ー4に示す角で， S の関

数，そして W。'は前縁におけるその角である。

である。ここに 5は漢の基準径を原点として，漢素上

の点を螺旋に沿って測った長さとする（後縁側を正と

する）。又a*は5と5点より基準径までの垂直距離と

の比で，りを図ー4に示す角とすると

a*＝杓sinlfl・

で与えられる。

(1. 6. 25) 

(1. 6.23)の 65mに（1.6.12)を代入し，切につ

いて総和する。更に rについて積分すると

My=《゚roS。d心 s-《゚om。dr江
rb れ

r。
Mz=IJrbrOS。dr江＋［．c:am。drI;s

のように表わされる。ただし

(1. 6.26) 

饂＝細礼。＊coss。ds十叫pW*2cA疇 (O>secAsinH 
• S1 

(1.6.27) 

(427) 
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om。=pW*(2祐＊ ds
s1 a* 

(1. 6. 28) 

である。

P=lでは ei1p-1> Qt= 1であるから，（1.6. 22), 

(1. 6. 26)の力およびモーメントには定常力が含まれ

る。この力を求める実用計算法があるが，それは上記

とは殆んど無関係の理論である20)0 

2 doublet-lattice法

この方法は理論的には vortex-lattice法と同じであ

るが，演算子の導き方が極めて合理的にできている。

vortex-lattice法は簡便で全般的精度はよいが， box

の1/4弦長上に渦を， 3/4弦長上に吹上げ標点をおく

1/4~3/4弦長法によると前縁近傍で誤差11.4彩は避け

られないという 4)。1/4~3/4弦長法は多くの実績をも

っているが，上記欠陥はプロペラにとって見過せな

い。この難関をうまく切り抜けた別の標点法がある。

この方法は Lan21)の理論に基づくもので， 前縁近傍

が正確に計算できる。

又揚力面理論のbox形状は翼周縁にならう梯形が普

通であるが，それをプロペラ理論に採用すると計算が

繁雑になるので，以下では螺旋面上の扇形をbox形状

とする。

2. 1 doublet-lattice 

圧力場の連続的な複源分布を格子の上の線複源とい

うdiscreteな分布で置き換えることを考えてみる。プ

ロペラ翼を回転軸と同心の多数の円壌面で切断し，翼

素を作る。この翼素の常螺旋面上への投影を書いたの

が図ー7である。 rakeangleが大きいときは各翼素

が投影される常螺旋面は少しずつずらせる必要がある

ので• (]＝Kの常数Kは各翼素それぞれが固有の値を

もつことになる。常螺旋面へ投影された源素をその内

側常螺線の曲率中心を通る動径によってN個に分割し

た一つを boxと呼ぶことにする。各 box内の一動径

上にモーメント一定の圧力場の linedoubletを置き，

box境界上の中点を吹き上げ標点に選ぶ(2.5節参照）。

即ち図ー7の太線が linedoublet,＠印が吹上げ標点

である。 rakeangleを入れて計算することは容易で

あるが，記述が繁雑になるばかりであるから，以下で

はそれを0と仮定した計算を示す。

まず

蒻 Ian(J吋 I=u(,,』11) (2.1.1) 

(428) 

図ー7 boxと標点の配分（プロペラ前方より見る）

と書いて， Uの表示式を（1．1.1)より求める。 uは形

式的には

1 1_1 02 1 
u(r,µ)=bm~炉（s1,r1)a£n, 元 1 戸aIdsIdrI

(2.1. 2) 

で与えられる。 (1.1.4)によると

卯 1
＝一→一
V(1十炉）（1＋μf2) 02 1 

OnOnI Rh切μ1 0炉 R

+ 1 土に(μが一上）
h2 J (1十疋）（1＋い） or l -¥r,・ μμ' 

x 嘉—i-(µ―}）（W-｝）缶~½} (2.1.3) 

である。

（て一て')/2=V, v-2mrr/l=Vm 

と書くと

D 1 I v-μμ'sinvm 
0(J Rし，＝閤R3 --

上月＝ーV+μμ’sinvm
釦•R(J=(J， R3

02 1 |-3(V-μμ’sinVm)2 
戸R(J＝(J,-4~

1 1 + μμ'cosvm 
--
4 R3 

3vμμ'sinVm _ 1 o V+ μμ'sinVm 
-— -- -- _＿＿_μ乃
R5 2 釦 R3

(2.1. 4) 



である。これを (2.1.3)に適用すると

02叶＝ 3 ✓ （1+μり(1+μ'2) vsinVm 
anon'RI a=al h2 R5 

＋ 
L____________ 0 μ μ 1 V + sin Vm 

hい(1十疋）（1＋μ92) Ov R3 

が得られる。これらの式では

R=《v吐疋十μ12-2虻 cosv屈

である。

(2.1. 5) 

ここで複源の面分布を線分布に置き換える操作を行

う。複源のモーメントと束縛循環の関係は (1.1.7)で

あるから，荷甫関数 aを考えることにし

II.ds'= p W*'r = pァV*《1+1!92 1 
r=r*a~s/ • • •. ~. I f (2.1. 6) 
とすれば， r*の面分布は box内でそれと等価な一本

の渦糸 fに置き換えられる。この関係を (2.1.2)に

適用すると

NrNc 

u(て,μ)＝区区乃Uk（て一てj,μ) 
k=lj可

(2.1.7) 

と書かれる。 jは漢弦方向， Kは半径方向に付けた

boxの番号， Ne,Nrはそれぞれの総数，てjは螺旋面

上における和Kの位置，又

V* ~I,Pk+1 加—てj,µ)＝一 t~L~+I✓1土µ-I-2
4T m=0 μK 

X 
炉 1
箪 n’R1(1＝(1,dμ'

である。

ただし

B=v吐雇sin2vm

と書くと

3(1 +μ'2) _ a 
R5 
= +.:,X(v,μ',μ) 
砂

(2. 1. 8) 

(2.1. 9) 

(2. 1.10) 

仰 ’v+sinVm_ a 
-----＝＝ R3 aμ’ 

Y(v,μ',μ) (2.1.11) 

であるから，これを (2.1.5)に適用すると
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✓1+µ92 加 1 ✓戸厄·珈n'R し，＝ ~vsinvm

゜X -if:,X(v, μ', μ) + 
1 0 0 

砂 h勺 1+μ2 Ov叩
Y(v,μ',μ) 

(2.1.12) 

と書かれる。よって

Uk（て一てj,μ)= 
V* ~1 

4rrh2 m~o 区[./T-+μ"zvsinvm 

{Xい (v,μ)-Xk(v,11)}

1 a 
《1+μ2二盃
+ ｛Yい(v,μ)-Yk(V,μ)J] (2. 1. 13) 

となる。これらの式の V,Vm,ふ等は

v=（て一てJ)/2, Vm=（て一て1)!2-2m1r/l

ふ(V,μ)＝X(V,μk,μ), } (2.1.14) 

Y1c(v,μ) = Y(v,μk,μ) 

を意味する。

非定常フ゜ロペラの場合も運算は殆んど同じで

蒻o ~ =uて
on(J号 I

(,,μ) (2.1.15) 

と書くと，図ー7のような box分割に対し

Nr Ne _ 

i(T,μ)＝ここ和kUk（て一T"j,/J.)
k=l j=l 

(2.1.16) 

のように表わすことができる。ただし

如て一巧，11)=
V* l.;:,,1 
4祉 2五。e-i2pmrrll [ Vl十屈vsinvm

X (Xい (v,μ)-Xk(v,μ)}

1 a 
✓ 1+μ2 Ov 
＋ （加(v,μ)-Yk(v,μ)}]

(2. 1. 17) 

である。 7はr。＊を一つのbox内で一本の渦糸にまと
めたものを意味する。

2.2 演算子行列

(2.1.7)を (1.3.11)に代入し， T に関する積分を

行い，て，μを図ー7に示す標点の座標（四，μ/3）にと

ると，定常フ゜ロペラの吹上げの代数式表示

Nr Ne 

Wa13=.~. ~いな
k=l j=l 

(2.2.1) 

が得られる。 Wa13=W(てa,！り） である。演算子行列

z ap は
jk 

(429) 
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a19 1 ~! ” z炊＝臼因。[Vi—+N2J_00s sinsm {兄 (s)
f3 
-X (s)}ds+ 

1 :(s)}ds+~』叫 (v)-Y: (v)}] 
(2.2.2) 

のように表わされる。ここに

p p 
x;・cs) =X(s,μk,μ13), Y~(s) = Y(s,μk,μ13) 
v： （てa-てj)／2 k }（2.2.3) 

である。

非定常プロペラの場合も(2.1.16)を(1.3.12)に代入

すれば，ほぼ同様の計算によって，吹上げの代数表示

Nr Ne 

必ap＝区こ和kZ
~ ap 

k--;;-1 Fl.. jk (2.2.4) 

が得られる。 Wa~=Wo(てa,/lf,)であり，油算子行列の表

示式は

~aP 1 l-1 ?J 

zjk＝臼五。e-i2pmrrJl[江心にiP* <v-s> s sins 

x ｛叫（s）ー名(s)｝ds-✓ 1ip:µp2[OOe-tp* （v-s) 

x ｛叫（s)-Y:(s) }ds 

十石い｛叫 (v)-Y位）｝］
である。

2.3 演算子行列の実用形

m=Oの場合 S=Oの近傍では

p 
s sins•X~ (s) ::::'.2sgn(μk-μfi) 

k 

x{ 1+3μp2 + 1 1 ¥ 
3(1十四が 1+μ研s21

p 
y~ (s)'.:::'. sgn(μk-μp ） 
k s 

(2.2.5) 

(2.3.1) 

のように極がある。 v<Oならば (2.2.2),(2.2.5)は

そのままで計算できる。又 v>Oでも．四＜四＜似＋1

以外のところでは

日 sins｛心（s)-X:(s) }=o 
(2.3.2) 

lim{Y 
p p 

S→ O 虹/s)-Y:(s)} =O 

であるから， z;~. z;~ は（2.2.2), (2.2.5)の式によ

(430) 

って虹接その値を求めることができる。問題は

μk＜四＜！'.lk+1且つ v>Oのときの演算子行列の数値計

算法である。これは揚力面理論で普通行われているよ

うに発散積分の有限部分を計算するわけで， Mangler

22)の形式を用いると

aP 1 l-1 
-, V 

zJ,；； ＝戸五。い1十砂{J_ 00 + f J s sin Sm 
c 

x｛心（s)-X:(s) }ds 

+~{Y:+l(v)-Y:(v)}]-¾~ {i+µ炉虹1(v)-Y:(v)}]-¾~
(2.3.3) 

である。このままの形では eの大きさに左右されるの

で

z吋 ＝ 凸＋ー可 ［ 臼ssin Sm 
jk 4冗h.I-oo Lm"";O 

心 (s)ぶ (s)}- 4 上］ds
k+1 k 1+μ炉 s2

1 l-1 ¢ 
-I-4訊―｛仁応は｛い（V) ― Y:(v)}-¾]

1 1 
2Th{i干~---

ー，四<μ13<μ虹 I (2.3.4) 
μ§ 2 V 

のように書く。この式は v<Oの場合には (2.2.2)と
ap 

一致するので， V の正負にかかわらずZ の数値計算jk 

に使うことができる。

~ ap 
次にZ の場合である。 (2.2.5)の第1項，第2項の積jk 

分をまとめる。 m=Oの場合， S=Oの近傍では

✓ 1+µ{32 四＊ss si 
fJ., _, iP*eip*s{3 

s sins• X',(s)-~Y~(s) 
k 凸＋μ{32 k 

~ 2(1+3μ炉）sgn(μk-μ¢)+2sgn（胆一四） 1 
3(1+μ炉）3／2 ✓ 1+µ{32 ―亙

＋ ） ゆ＊sgn(μk-μp) 1 

V1+µ;•2 S 
(2.3.5) 

である。 2位の極はついては (2.3.4)と同じに書き，

1位の極は Cauchyの主値をとるようにする。即ち

召＝メ髯月:f ~00 e-ip* (v-s) 

心。e-iZpm,cll{ssin Sm（立—立）

―げ＊四2（叫—叫｝ー 1+4µル］ds



+ 1 |v e-ip*（v-s) 1 
訊 v-1+μ炉ーoo S2 

ds+ 
4ThV1+μ/ 

心。e-i2pm"バ｛叫(v)-Y徊｝，
匹<μp＜μk+l (2.3.6) 

のように表わす。第2項の発散積分は部分積分して

Cauchyの主値をとればよいので，

1 Jv e-ip*（v-s) ds= 1 
』 v五元—oo S2 ThV1+μ; 

1 °° e-is 
X {-¾+iP*ln v-ip*e-ip*vJ;* ~ds 

[vi 
+sgn V•P*2f v~-isgnv. P* <1v1-s> Ins ds 

1 

P*. 
-(1 +sgnv)P*e-ip*vJ 呼 ds

0 s ｝ 
である。

(2.3.6)の右辺第3項の 1位の極を外へ出し，更に

上式を適用すると

グ:=り＋µf3丁 ~-ip*<v-s)臼:e-i2pmrrli
jk 4Th _00 [m=0 

叶Ssin Sm（叫—名）一 1?：/J2 （叫—汀）｝
4 1 1 l-1 
1+μ炉s21]ds+ 4rh凸＋μ炉 m=0

［こ e-i2pm,r／l

心 (v)-Y/J(v)}-¾]+~
k+1 k V Th《1+μ与

X {-iP*e-ip*vJ~*~ds +sgnv•P*2 
Jp* s 

I叫
X ¥ e-isgnv. p*（りJ-s>Insds-(1 +sgn v)P*e-ip*v J I 
P*. 

xJ。門ds}ー冗｀十~(-fv--iP*lnv),
μk<μ{J<μ虹 I (2.3.7) 

のように書かれる。 V の正負にかかわらず，この式は
~ap 
Z の数値計算に使うことができる。jk 

2. 4 hydrodynamic pitchの計算法

hydrodynamic pitchを計算するのに必要な揚力線

の吹上げ WIの表示式として，前著では (1.3.3)と

WI=1 ⑩ OO I 
2 on lu=ul (2.4.1) 

の二つを同等に扱った。これらの表示式を具体的に書

くと
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aのIa=a =liml 汀゚js2四 s'dr'
an I;~;, ~• o 4冗ph9*m=0れ S1

X J~~ (2. 1. 5) dv (2. 4. 2) 
-00 

1 a(/)00 l3 r。S2
2 anし，＝ 4冗p顧＊は:llds'dr'

1 00 
X 

✓(1+µり (1+ μ'2)炉 1
こ炉(μ'+1/μ')(μ+11 μ) 

xlik(/kμ<)Klk(lkμ>) (2. 4. 3) 

である。

(2.4.3)は自由渦だけのものであるが，（2.4.2)に

はそれに束縛渦が加わる。 Munkの第皿定理8)のもと

になる式

~I:::; =O an て＝て’

から推定されるように，対称プロペラでは束縛渦の吹

上げは糞相互に消し合い，自身の束縛渦のものだけが

残る。それも(2.4.2)の半径方向の積分で Hadamard

の有限部分をとるとき落ちてしまう。 (2.4.2)も(2.4.

3)も共に r'の積分では Hadamardの有限部分を計算

するので，二つの式の違いは表面に現われない。とこ

ろが discretefunction法では(2.4.2)の積分を行う

際，半径方向を先にするので，束縛渦の吹上げが表面

に出て来て， WJ が発散してしまう。この障害は束縛

渦の吹上げを差引くことで除かれ，結果は (2.4.3)に

帰着する。 discretefunction法によれば (2.4.3)で

も半径方向の積分は解析的に行えるが23)，他の演算子

と形をそろえると実用上便利になるので，以下(2.4.2)

によって WJを求める計算法を示す。

(2.2.1), (2.2.2)を利用すると， W1(pp)の代数表

示は形式的に

Nr z!Ne 

WJ~ =~ Zk~ 和K
k=1 j=1 

V 

王心ぷ[~)~00ssinsm 
(2.4.4) 

叶x:+l(s)-X/3:(s) }ds 

+✓し｛叫 (v)-Y位）｝］
と書かれる。

匹＜四＜圧1以外のところのz!は（2.4.4)のVを
lし

0とした式で計算することができる。

一方四<μfi<μ虹1では（2.4.4)は上に述べた理由

により V=Oで発散する。いま Sを螺線に沿って測っ

(431) 
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た距離とすると，束縛渦ハによるその極く近傍の吹

上げWkは(μ=μp上）

Wk=- 1 I'k _ ~ 1 ＝一2rs-s'2Th凸＋μp2万

である。これを(2.4.4)から差引いて， V=Oとしたも
p 

のを Z として計算すれば WIが求められる。即ち
k 

(2.4.5) 

が＝凸＋μp『［包Ssin Sm 
k 4nh —oo m=0 

｛叫 (s)ー名(s)}-1十り贔］ds
1 ~1 

＋ 
p p 

4冗hれ＋μ炉m=1
こ｛応 (0)-y: (0)}, 

四<μp<μk+1 (2. 4. 6) 

である。この式の第2項のmの総和でm=Oの項が無

いのは (2.4.5)が差引かれた為である。

(1.3.4)により
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心
束和専沼高（碕吏キ零羨）

心と
s;=-cos((2i-1)'7t/N) 1 I糾紐

Wap= -WJp COS cJ, Wtp=w1p sin cl 

であるから，これの半径方向の平均は

Nr - 1 μpWIP 
Wa=-―こ 一ー
Nr p=1 J1+μp2 

匂＝上笠 WIP
hNrp=1μpJ 1+μ炉

(2.4.7) 

(2.4.8) 

によって計算することができる。 (1.1.2)に示すhは

その第1近似を h=V/Qとして（2.2.1)を解きなが

ら，逐次近似的に収束値を求めるようにする。

2.5 標点と翼素の配分

Lan21)は2次元薄翼の積分方程式

w(x)＝一げ叫
2冗ー1←-5

d5' 

から，

名＝一cos(arrIN), 

に対し（図ー8)

-w（名） ：：：：上とり｛1-む
2N『 l も一む

+(~VA(O), 
0, 

(2.5.1) 

どj=-cos((2j-1)冗!(2N))

(a=0,1,•••,N 
j=1,2, •••,N) 

l4以釘N， 

ヽ
ー
）
0
0
 

―
-
#
 

a
a
 

(2.5.2) 

(2.5.3) 

の式を導いた。ただし A(O)は(1.6.6)の右辺第1項

の係数， Vは翼への流入速度である。 aキ0ならば，

(2.5.3)の右辺は第1項だけになる。それを

(432) 

●吠上1r''揉呉

図ー8

鉛＝一cos（紅／N）

標点分布 (N=4の場合）

N ------

1 7r -Wa=---E 乃心ーが 4Xj
2T Nj :1 ふーXj 4Xj' 

(aキ0)

(2.5.4) 

のように書く。ただし 4功はboxの弦長

如＝c{cos((j-l)rr/ N)-cos(j1r IN)} 

=2csin((2i-1)1r I (2N))sin(1r / (2N)) 

である。これを (2.5.4)の分母の 4巧に適用し，又

和＝rjaJxi

と書けば

1 N -Wa=--Z 和
2冗『l 知一功'

(aキ0)

が得られる。ただしこの場合の荷重関数 aは

冗a=.  - 1 
2N sin(n:/(2N)) 

A(O)＝--l_{w(5o)＋上玄 fj } 
NV  2冗 j=1X。―Xj

(2.5.5) 

(2.5.6) 

(2.5.7) 

であって，角冗INの間の円弧とそれを張る弦長との

比を意味する。

(2.5.6)の右辺はXjの位置に強さ和の渦がdiscrete

に分布しているときの知点における吹下しである。

Xa(a=l,2,・・・,N)における一Waを与えれば(2.5.6)

により Xj(j=l,2,・・,N)の和が求められる。その解

を(2.5.3)の右辺に代入し， a=Oと置けば，

(2.5.8) 

によってA(O)の値を計算することができる。この方法

ではbox配分が固定しているので， 1/4---3/4弦長法に

較べると modefunction法に近いと見ることができ

るが，実際の運算は vortex-lattice法そのままであ

る。

揚力の計算も



C 

L=p v(/dx=p VcJ冗:rsin0d0

：：：：：： 
npVc N 

N 
E rjSin (2j-1)T.J竺
J=1 (2N)  4xj 

N N 

=p VI: naL1xj=p VI:和
j=l j=1 

(2.5.9) 

のように vortex-lattice法と同じ式になる。

(2.2.2), (2.2.5)の ra, r jを(2.5.2)の標点位置

にとれば． l~a~Ne の範囲で（2.2.1), (2.2.4)の

代数式から『jk,'fjkを求めることができる。これまで

の vortex-lattice法による圧力差分布の計算はここ

で終りである。それがこの方法では更に A(O)(r)が次

のようにして求められる。

(2.3.4), (2.3.7)の最終項に 1位の極があるが．こ

れは束縛渦による吹上げを表わすので．（2.5.3)を適

用することができる。 したがって a=O（前縁）に対

する吹上げの代数表示は

Nr NC ofJ 
WofJ= ~ ~乃 Z ::-NcW*AfJ<O) 
k=1 j=1 jk 

~ Nr NC ~ ofJ 
Wo戸＝こ区加Z-NeW*AfJ(O)
k=1 j=1 jk 

T
 

(2.5.10) 

(2.5.11) 

DISCRETE FUNCTIQ_N 
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である。 (2.5.8)のようにすれば，これらの式から
(0) 

Af3(O)，A戸が求められる。ただしA 等は A(O)(rf3) 
f3 

を略記したものである。

次は糞素の配分法である。 Hough24) によると

vortex-latticeは源平面形に対し翼端の少し内側で止

めるように配置すると粟幅方向分割数に対する収束が

よいという。図を見ただけでも図ー9の(a)より(b)の

方がよいことはほぼ予想がつくが， Houghはそれに

理論的裏付をしながら，次のように提案している。

latticeは翼幅方向に等間隔なものにし，翼幅より

lattice幅の 1/4内側で止めておく。これは多分に経

験的なものであるが，とにかく10分割程度でほぼ収束

するようである25)。しかし等間隔がよいとも思えな

い。ボス側も粟端と同じに latticeを賣面の内側で止

めておくのがよいだろう。

(2.2.1), (2.2.4)を以上の標点分布について解いて

得られた『jk,fjkを aJXjで除すと，荷重標点上の

r*, ro*が得られる。

2.6 合力の計算法

合力の計算は doublet-lattice法で求めた和k,fjk 

を1.6節の合力の表示式に適用するので，積分が有限

級数の形になる。抵抗成分は束縛渦位置の源の傾斜を

氾に乗じて計算する。図ー 7では束縛渦の長さ

た＝r虹 1ーれは変るように書かれているが螺線面上で

は螺線に沿って一定である。

1.6節の合力の表示式を doublet-lattice法の式に

改めると次の様になる。 (1.6. 4), (1. 6. 5)に(2.5.9)

を適用すると定常フ゜ロペラの推力およびトルクは

r• 

(a) 

TIP 

在：来の方江

r 

..,.. 

Nr r Ne 
S=l~訊[P町＊互 7Jf3 COS coj/3 

+OSTp sinm-6Df§ Sin CI9] 

Q=l臼r13r[pW13＊臼乃 sincojfJ 
iJ=l L j=J 

-6S四 COScl叶 aDncos 013] 

ただし

oS四＝王pcgW戸(A13(o>)2 sec Afi 
2 

のように表わされる。

非定常フ゜ロペラの推力とトルクの変動は

(2.6.1) 

(b) 

図ー9

TIP 

Houghの方法

翼素の配 分

~ Nr Ne 
S=pll(PI l)翌徊＊翌f3cos coj/3 

(433) 
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＋叩＊2CgAp(O)ふ(O)sec Ap sinm}かt]

-rW戸cgAp(O)か secAp cos m}砂 t/[ 

(2.6.2) 

である。プロペラ回転面内の横力およびモーメントの

変動は

~ Nr 

Q=pll(P!l)五切{wfi＊喜sincoj,9 
i=1 

f)=pl ~恥{w/3＊嘉加 cos1/f'i/3 sin soi/3 
～ 

-T町＊2CpAp(O)A尺 secA,8 cos加。/3COS c I /3} • (~ ; 
江

(2.6.3) 

My Nr Ne 

Mz)＝pl五加{w心恥COScoj/3 
J =1 

＋叩＊2c13A13<0)ふ(O)secAgsin m}• 他）

3.1 定常プロペラ

(2.1.6)のOS'を（1.1.4)によって記に変えると

h/2Il屁＝PrV* (3.1.1) 

である。したがって図ー 7のように 6グが半径方向に

一定な扇形翌索で，”（r)=const. としたものは

r(r) =const.に対応し，馬蹄形渦を面状に分布させた

流体モデルということになる。半径上p=(/J.K＋似＋1)/2

（これを加で表わす）位置の圧力差分布を

JI 
P V*2 
=B、,c（O)ぇo(f;)+Bk(l)ぇ1(/;)+Bk<2)ぇ2(f;)＋・・・

犀）＝01十ど' えn(!;)＝ミn-1✓ 1一ぞ (n2l)

(3.1. 3) 
Nr Ne 

-pl戸］叩＊c心lfjpど；梵（ぷ

3
 

準 discretefunction法

(2.6.4) 

である。ただしど。は基準径の 5座標（図ー8) とす

る。脚符f3の付いた量はf3番目の要素の中央弦上の値
を意味する。

最近の discretefunction法の中で最も安定した方

法と思われる DouglasAircraft CompanyのEVD

法6l (elementary vortex distribution) の哭弦方向

関数形は Birnbaum 関数を折線で置き換えたような

ものである。 discrete function をここまで mode

functionに近付けるならば，いっそ Birnbaum関数

列を使った方が，フ゜ロペラ源のように平均矢莉線のllt

調なものでは，手数がかからないように息う。

本章では半径方向に discretefunction, 憶弦方向

に modefunctionを用いる準 discretefunction法

を考えてみる。 Multhopp系統の modefunction法

は明快そうに見えるが，現実には積分汁算はすべて数

値的，その間対数特異性の難間26)に閉1]するばかりで

ある。準 discretefunction法の利、点は半径方向の積

分が解析的に行えることで，そのため対数特異性問題

は一応回避される。 doublet-lattice法の場合同様，

糞素配分は駕端の内側約4からにした方が収束はよい

であろう。

(434) 

(3.1. 2) 

のように表わす。これは (1.6.6)と同形，ただ係数に

A(j)=（V*／W*）2Bいの違いがある。翼素の前後縁の

座標を巧，石とすると， 5とが， s*の関係は

s*/c=~= (,'--ro)/,c, Tc=伍一巧）／2,

'0=（て1十,2)/2

である。

吹上げの標点位置を合，又

V=（芦ーで')/2 (3. 1. 4) 

とし，（2.2.2)の V を上記の V で置き換えたものを

Z訳V)の記号で表わすことにすると，（Ta,μp)位置

の吹上げ Wap は

Nr Nc-1 

U)吐＝EE B四 H閃
V* 炉 lj=0 

(3. 1. 5) 

h 巧
収＝2i巧Aj(t'）勾(v)dて'
のように表わされる。

(3.1.6)の積分では (2.3.4)の右辺最終項だけは特

児禎分を行う必要がある。名＝（m-てo)／てc とすると

- 1 _ ＿＿-「虞＿＇） dr’---- 1 
4rr ✓1+ 、Itp2 て I V --- 2rr ✓I+雇

寸1＿入j（翌 dざ
-1 名一ど

(3.1. 6) 

(3.1. 7) 

となり，薄翼理論の公式で計算できる。これ以外のと

ころは普通の数値積分でよい。 (3.1. 7)は2次元流の

吹上げと同等のもの，分母のVi+μfJ2はこれでIlを循

環戸に変えているわけである ((1.1. 7)参照）。

(3. 1.5)を Bりについて解いてその値が得られれ

ば，（3.1.2)によって圧力差の分布が求められる。 h

の計算は前節とほぼ同じようにして行う。 Ilf3上の吹



77 

上げ標点はどこに定めてもよいが，数は Ne個にする

必要がある。

3.2 非定常プロペラ

非定常フ゜ロペラの場合も術環密度r。＊を（3.1.2)の
ように表わす。定常流と区別するため Bk(j)に相当す

るものに広立の記号を用いる。 (2.2. 5), (2. 3. 7)の

玄［の変数V を（3.1. 4)で置き換えたものをえ?(v)

の記号で表わすことにすると，（rり四）位置の吹上げ

の complexamplitude Wa~ は

～ 
W研
Nr Nc-1 ~ 

--＝区こ BK{j)”;［
V* k=1 j=0 

(3.2.1) 

ただし

”ag h て2jk=』初（5＇）Z訳v)dて＇（ 3.2.2)
て1

のように表わされる。この積分で，（2.3.7)の右辺最

終項は，定常流の場合と同様，特異積分となる。 1位

の極の方は前節で計算した通りである。対数特異性の

積分は次の様にする。 lnv=lnIf一ざI+In(てc/2)であ

るから，第2項を他の数値積分に含ませることにする

と

ゆ＊ h「
訂パ1＋雇 2J,1

初(f')InIら一さ'|dて'

ゆ＊てcp
= 2冗 {1＋雇J-1ん(f')InIf三 '|df'(3.2. 3) 

を計算すればよいことになる。てc§ は四のところの巧

である。変数ざを f'=cos8'によって()'に変え

月：cosn0'ln I cos0. -cos()'|d0'＝［二，＝こ。

の公式を利用すると，（3.2.3)は初等関数で表わされ

る。
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(3.3.2) 

;) =pl~恥{ V*2Cfi鸞加J〗初 cos り sin 1;,。fidミ
V*4 

一冗町＊2CgB§(O)恥 secA/J cos灼 COS.SJ[,•(~;

(3.3.3) 

悶）＝pl算加{V*2c13鸞恥J〗ぇjCOS c。¢必
V*4 ~ 

十冗町＊2CgBg(O)B尺 secA13 sin 0:113} • (~;) 

Nr Nc-1 ~ 1 
-plこ和V*2cPE B罰jん・ミーど。必・（ 江
§=1 j=0 -l a*{3 ＿Es 

(3.3.4) 
である。

(3.2.1)を Bんいについて解きr。＊を求める手順は あとがき

定常流の場合と同じである。 vortex-lattice法というと馬蹄形渦の誘導速度の積

み重ねを考えるのが普通で，プロペラ揚力面でもそう
3.3 合力の計算法

した手法によった解法は幾つかあった。式の展開の複

この方法で求めた r*,r。＊は翼弦方向には連続関数 雑さをいとわなければ，それなりの応用はいくらもあ

であるから， 1．6節の合力の表示式に入れた場合，そ る方法である。本文に記載した方法はそれとかなり趣

こは数値積分を行わねばならない。 を異にしている。ポテンシャル論的方法によったもの

定常フ゜ロペラの推力およびトルクは で，式の展開を簡潔にし，プロペラ揚力面の discrete

(435) 
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functionによる解法の基本形を作ろうとしたもので

ある。

馬蹄形渦は涎幅方向の束縛を一定と仮定したもので

ある。これを要索としfこvortex-latticeは，モデルと

しては最も単純であるが，とにかくこの方法による広

範な計算の結果がよいという事実は尊重しなければな

らない。束縛渦を面分布で表わす finitepanel法の場

合， Shen等6)のように box内束縛循環を一定にした

ものは馬蹄形渦を積密に分布させたのと同じで，モデ

ルとしては一歩前進，よい結果の得られるのは当然で

あろう。更に手を加えたbox内循環が一様でないモデ

ルとなると， Mercer等27) の方法のように modefun-

ction法とあまり変らないことになってしまう。

数値解法は過去の実績の上に更に検定を頂ねなから，

より簡便で精度のよい方法を開発するという過程を繰

返す。プロペラでは半径方向に流入速度が変るところ

が直進漠と際立って異なる点であるが，その流場を馬

蹄形渦の集団で表わせば，直進翼の経験がその中でも

かなり生かされるものと息われる。そのため本文では

box内循環を半径方向に一定と仮定することで解法を

作ってみた。実際の運算では更に実状に即したエ夫が

必要になるであろう。

「プロペラの基礎理論」8),12)はこれまで定常流に限定し

て述べて来た。しかし揚力面の解法を取上げる場合，

現状では定常流だけに限ることは許されない。それで

定常，非定常共に使える解法を示したわけであるが，

内容の理解には非定常フ゜ロペラ理論の知識が必要にな

る。一応の解説は記載したけれども，文献 9)をこの

シリーズに加えて参照されることを希望する。
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