
船舶技術研究所報告第15巻第4号研究報告（昭和53年7月）

揚力面の翼端条件と数値解法

（その 4 積分方程式の部分積分）

花 岡 逹 郎＊

Tip Condition and Numerical Method 

Concerning Lifting-Surface Theory 

(4-Integration by Parts in the Integral Equation) 

By 

Tatsuro HANAOKA 

Abstract 

The numerical solutions of the well-known integral equation of a lifting-surface do 

not converge at the parabolic wing tip on account of the singularity.1> This forms a 

serious obstacle against the determination of exact lifting-surface solutions. 

In this paper the author shows that the integral equation is changed in another form 

by means of the integration by parts and then the singularity can be removed by intro-

ducing the condition that the circulation on the lifting-surface is equal to zero at the tip. 

Furthermore, a numerical method to solve the integral equation is described. 

まえがき

揚力面の積分方程式を modefunction法で解こう

とすると，円形翼端の近傍で解が安定しない。前後縁

近傍の解が安定しない問題を Wagner2)が前後縁に標

点をとることで解決したのにならって，飛端に標点を

とる方法を前報3) で提案した。しかし，数値計算の結

果1) を見ると，解は翼端に孤立的特異性をもつらし

く，依然問題は解決しない。解のこの様な特異性は，

実用上無意味なばかりでなく，収束解をはやく得たい

という目的に対して，大きな障害である。 この難問

は，積分方程式をそのままにして，数値解法をどうエ

夫しても，解決しないことは明らかである。

本文では，元の式を部分積分すると，数値解が見せ

た巡端特異性の理論的要因が明らかになること，解の

その様な特異性は，駕端条件を導入することで除去さ

れ得ること，それには新しい形の積分方程式を解かね
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ばならないこと，等を示す。更に，その積分方程式の

数値解法について簡単に述べる。ここでは， X 軸の負

の方向に一定速度で進む定常直進揚力面を例にとって

解析を行う。

記号

x, y, z 任意点の座標

x', y', z' 特異点分布の座標

p 流体密度

” 揚力面の圧力差

V 揚力面の前進速度 (x軸の負の方向に

進む）

r=ll I (pVり 無次元循環密度

I' 循環

<l> 速度ポテンシャル

W=  
1 a<t> 
v歪し。無次元吹上げ流速

b 半翼幅
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のように表わされる。したがって，

における吹上げ W は

w=lim 1 a<l> =lim 1 
z→。 V oz ;→o 2TCV 

この流場の渦面上

b
 t

 

寸~bI'(y')*~dy' -b-v / OZ (y-y')2+z2 (1. 2) 

9' 

22 

である。

a z _ a y'-y 
―--=＝  -az (y-y'戸十z2 uy' (y'-y)吐 z2

(1. 3) 

の関係を利用して，（1.2)を y' について部分積分す

ると

工
図ー1

l1, I2 Y位置の前後縁の X座標

ll’, l2’ y'位置の前後縁の X座標

C= (/2-/1) /2, Xo= (/1 +/2) /2 

C'=(/2'-/1')/2, X。’=（Ii'+/2') /2 

c=c'/b 祝＝X。’/b
A=b/c' 

e=(X-Xo)/c=-cosO, e'=(x'-X。'）／c'=-cosO' 

e*=(x-x。'） ／c' 

炉＝y/b=cos<p，が＝y'/b=cos<p' 

Y=A切ーがI,Yi= Y/2 

ぇN(e) 翼弦方向の modefunction 

HJ1向’ Hadamardの意味の発散積分の有限
-1 部分

T(e’，が）＝½(e'嘉＋誓）
AN(e') =Tee'，が）ぶ(e')

1. 吹上げの表示式と発散積分の有限部分

吹上げの表示式を作って，それを形式的に揚力面の

表面に移すと，積分は発散する。普通は Manglerの

積分4) が用いられるが，その証明には不備なところが

ある。本文では速度ポテンシャルを部分積分して解析

を進めるので，吹上げに新たな発散積分が現われる。

それらの取扱いは正確を期さねばならない。その準備

の意味で，単純な場合を例にして，計算法を示してお

く。

定常揚力面の無限後方の流場は 2次元的で，その速

度ポテンシャルは

0＝上Jb r(Y'）Z 
2冗ーb(y-y')2+z2 

dy' 

w=lim」-[-r(b)（b-Y)--r(-b) (b+y>
z→ 0珈 VL (b-y)2+z2 (b+y)2+z2 

+『-、 (Yごy〗t+z2 dyIl 

となる。普通は r（士b)=Oとしている。

(1.4)で Z→0とすれば

w=- 1 fb dl'Jdy' 
匂 f工 y-yI-dyI 

と同等になることが証明されている。それの具体的な

記述は手近な参考炉で見ることができるので，ここ

では省略する。

(1. 5)を部分積分して，元の形にもどすと

W=Jim 
1 I7(b) r(-b)_r(y-e)＿r(Y+C) 

e→ 0虹[b-Y + y+b e e 

＋阻＋Jし＼言~dy']
となる。 I'(y)が連続関数ならば

r(y-e) r(Y+e) ＝紅(y) d2r 
e + c e + e dy2 十・・・・・・

(1. 4) 

(1. 5) 

(1.6) 

(1. 7) 

であるから，

W臼心[{J□Jby+C}昇：；2dy'＿2rジl

(1. 8) 

となる。一b<y<bならば， この式は Hadamardの

発散積分の有限部分と同じ意味になるので

(1. 1) 

w＝上 HJb 「~dy'2rc v--J-b (y-y')2 

と書く。 (1.5)ではバ士b)=Oの必要があるが，

(1. 4)で I'(士b)キ0としておいても，（1．4)の第 1,

第 2項は (1.6)のそれらと消し合って，（1．8)になる

ので， r（土b)キ0でも，（1.8)は成立つ。ただy＝士

bには適用できないから，それが必要なときは， y→

(1. 9) 
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士bの極限値を (1.8)より求めるようにする。数値計

算では (1.8)そのままよりも，（1．9)を部分積分し

て， Cauchyの主値をとるように計算することが多い

ので， r(土b)キ0でもよいということは知っておく

必要がある。又，（1．7)から明らかなように，（1．8)

が成立つには， I'(y')が少くとも 2回微分可能でなけ

ればならない。 I'(y'）だけを考えるならば，そう仮定

することに特に物理的な無理はないだろう。しかし，

3次元揚力面の場合に，同じ運算を適用しようとする

と，数学的要因から不都合の生じることがある。

Mangler4>は定常直進揚力面の吹上げの場合に，

(1.8)のような発散積分の有限部分を計算するように

提案した。そこでは I'(y'）に対応するものが

f(y'）月し::r(x',叫1+ x-X' ~t:: r(x', y') { 1 +~—X'）旦 (Y-Y'） 2}
xdx'(1.10)  

で定義される関数になっている。 Manglerの証明は

上記とほぼ同じ方法で行っていて， f（士b)=Oを条件

としているが，上に示したように，その必要はない。

よく知られているように， f(y')には y-y'=Oに対

数特異性があり， 2回微分可能でない。f(y') I (y-y') 2 

を 1/(y-y'）の多項式と可積分な関数に分けれは，

この問題は一応回避できる。実用計算の対数補正6) は

この処置に外ならないけれども，特異性の分離に無理

があって，充分目的が達しられてはいない尻

2次元薄駕の場合も，速度ボテンシャルは（1.1)と

ほぼ同じ，ただ座標を z軸まわりに 90゚ 回転させ，又

積分の上限を00に変えるだけのものであるから，吹上

げの計算は Hadamardの有限部分をとればよい筈で

ある。それを別の方法で証明してみる。前記の方法は

部分積分して Cauchyの主値をとればよいという，

既知の結果を利用したものであるが，今度は直接Ha-

damardの有限部分を導くようにする。

半翼弦長を C とすると，速度ポテンシャルは

(/)＝」J00 亨）z
2冗ーc(x-x'戸十z

2dx'(1. 11) 

である。よって，渦面上の吹上げの表示式は

w=lim」 JOOr(X'）i- Z dx' 
z→ 0珈 V-C Oz (X—咋＋z2

(1. 12) 

である。これは

w=1im」-［附＋「｝亨） dx'
e→ o2冗 VLlJ-c'Jx+el (x-x')2 

-limJx+、「（x')¾,~dx'
z→ Oエー・ 面 (X'ーが＋z2 ] 

3 

(1. 13) 

と書かれる。括弧内の第 2項は， x'-x＝えと書くと

-limie げ(x)+I''(x)え十 ½I'"(x) 炉・・・｝
z→ 0 → 2 

x、炉し巫＝―｛竺(x)-m(x)＋…｝
であるから，（1．13)は

w＝土吋00e(［竺;~dx' (1.14) 

に外ならない。これを X'で部分積分する。 d「/dx'が

揚力面の外で0となることを考慮すると，周知の式

w=—上fedrld?’dx’
加 VJ-c x-x 

(1. 15) 

が得られる。

(1. 5), (1. 15)を導く運算は，ここに示したものの

方が，従来の計算より簡単である。 (1.9), (1. 14)共

に吹上げの表示式で，形式的に Z=0とし， Hada-

mardの有限部分をとる形になっている。しかし，吹

上げの発散積分は，いつもこうしてよいという保証の

ないことは， 3次元揚力面の Mangler積分の例に見

る通りである。したがって，吹上げ表示式の発散積分

を何う扱うかは，その都度吟味しておく必要がある。

2. 積分方程式の部分積分

定常揚力面の積分方程式は

w＝贔叫d刀／ti（：:ぃ
{1十 が一ミ＇ 忍 (2.1) 噸＊一ぎ）吐叫—が）2｝

である。これをがについて部分積分を行ってみる。

前節で指摘したように，（2.1)は厳密な意味の Ha-

damardの有限部分ではない。したがって，この式で

直接部分積分するのでは，納得のいく運算はむつかし

いだろう。以下の計算は形式的なことに終るが，（2.1) 

と後に示す厳密なものとの関係を理解するのに役立て

ようというのが解析のねらいである。

(2.1)のがはがの関数と見ることができるから

f(~'，が）＝ （ど＊ーミ')c'/b=(x-x。'-c'e)I b (2. 2) 

と書くことにする。

1 l 

齋が）＝ 2i(刀［が）f-1 r 

X {1十ヴ（ミ',臼＋ （刀ーが）2｝蒻 (2.3) 
fぼ，が）

で定義される関数をがで微分すると

a { 1 }＝上flacc’r) |aが
訂 i(7ーが） 2b -1 刀ーが
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x{1+il（ざ，が）吐（刀ーが汀｝屁＋ 1 
fぼ，が） 2b

寸1c'r {1十 ど＊一ど＇ ｝互
-1（刀ーが）2 《(さ＊一ぎ）2＋炉（刀ーが）2

ー上HJ1 c’r（刀ーが）
2b -J-1 fぼ，が）2灯fぼ，が）吐（刀ーが）2―

a X---f（ざ，刀')de'aが (2.4) 

である。この式の第2項は (2.1)の被積分関数と同じ

であるから，（2.4)を(2.1)に代入し，がの積分を行

うと

lu-- 1 冗孔吋〗0(｝r29'

x{1+ 贅玉―—四＋え可(j--=―が） 2d5'戸 ， ｝

+iい叫dr;'

Jl 叫—が）亙
x -1C(5*-5'）2喰＊ー四＋炉（刀ーが）2筋

de' 

＋土［え（刀い］〉＝ー1
(2.5) 

となる。これが(2.1)をがで部分積分した式である。

(2.2)のfをがで偏微分する際， X およびど＇はが

に無関係とみなしてよいから，

嘉＝一ー~(f'嘉＋勾）＝ー T(f'，が）
(2.6) 

である。

(2.5)の右辺第 3項の性質は次節で検討する。

3. influence functionの特異性

特異積分方程式の解の性質は核関数の特異性に多く

を依存するものであるが，（2.1)はその関係がなかな

か捉え難い式である。それで，形を変えた (2.5)で

それを試してみようというのが，本節以下の解析の

目的である。核関数の特異性は influencefunction 

の特異性でほぼ定まるので，先ずその解析から始め

る。

揚力面の無次元圧力差 rを Glauertの modefu-

nctionを用いて，

叩）＝A （O) （炉o(~) +A  <1)（氾（ミ）

+A(2）訊（~)+・・・

の（よ22つ2：え三旦＝cこ0:1,:3し，）J _ c o :ロ

る。 kernelfunction法8)では， A（N)（刀＝土1)=0と

なる関数形が用いられているが，（3.1)を (2.5)の r
に代入すると，円形翼端では， A（N)⑰）キ0となるこ

とが本文でほぼ証明されるので， 以下では A(N)⑰＝

士1)キ0として運算を行う。

(3. 1)を (2.5)に代入すると

w-＿ 1-E『“tA(N)-）／dがI尺＊， Y)dが
2rr N--::o J -1 刀ーが

_ 1 § jlA(N) 1 R 

2rr N-:;oJ-1 c - JN(?, Y)dy}I-1--- こ
2T N_-0 

／V、［悶亨]>=-1 (3. 2) 

と心かれる。 INおよび ]Nは(2.5)式における in-

fluence functionであって

IN(e*, Y)＝]な（叫1十噸＊：＊ぃ；1＋Y2 }屁
(3.3) 

I畷＊， Y）＝ sgn(：ーが）Hi〗AN（い

x -- [二=ニ------
(5* -e/)2 ✓ (5••< -51戸十Y2

dどI (3.4) 

で与えられる。ただし， ANぼ）＝えN（ど）T（ざ， 1/) と

する。この influencefunctionの特異性は 1ど＊ I が

1より小さいか，等しいか，大きいかで変わる。

(ll I e* I< 1 の場合

この場合は，点 Y=O以外には特異性がなく，そ

れは 51の積分のうち， 51＝e*の附近の積分に由来

する。したがって， INの Y=Oにおける漸近式は

1 e*＋d 

-1 2 JE*-8 
犀＊， Y)：：：：r*えNぼ）蒻＋ー

｛えN(e*)+ce-e*）がl)(e*)+・・・}

x {1-“̀ど亭）；2＊+Y2 }屁
によって求められる。これを計算すると

e* 
犀＊， Y)：：：：Ji疇）dダ＋上え炉噂＊） Y2In Y+ 

-1 2 

(3.5) 

となる。よって，（3.2)の第 1項の核関数の特異性は

1位の極だけと考えてよい。

同様の計算を ]Nについて行ってみると

J畷＊， Y)：：：：sgn（刀ーが）い（5＊）HJiJ Y む
o e勺乎十 Y2

+½sgn（刀ーが）い (5*） iiJ y 必＋・・・
。企＋Y2 

＝色gn(｝ーが）A畷＊）［lim{jiJ炉＋雇
e→ o lJ s f2 



千｝ーJ。:~]
叶sgn（刀ーが）い(g*)Yin Y+・・・

1 =――sgn（刀ーが）AN12>(~*) Y In Y 十・・・

2 (3.6) 

のように， ]N には特異性がないことがわかる（追記

参照）。ただし， AN<k)= (d/d~)kAN（的である。

(2) 1~*1 >1の場合

Yキ0とする。（ダーg')2/y2~1 として（こうして

も不都合はない。附録参照）， ✓1 ＋（5*-e'）町 Y2 を

べき級数に展開すると

扇＊， Y):::::f『只），蒻＋上
2 J-1が＊一ど

寸:1いい（妙')de,4+:• (3. 7) 

である。第 2項以下には特異性がないので省略する。

ここで

叩＊）＝上J冗 cosNO'd0'
冗。が＋cosO' 

(3.8) 

によって定義される関数を導入する。この関数には

；□•卜）；vs-／：三“g*）＝ 1-：亨；1) ｝ 
(3.9) 

の関係があるので，任意の整数 N に対する JNの表

示式が得られ， それには 1/ ✓e*2-1 の項が含まれ

る。このJNを用いると

r:Y lo(~*, Y)：：：：：⑭＋Ji) 
2 

IN(g*, Y)：：：：：やN-l＿ん） (N~J (3.10) 

と書かれる。したがって， influencefunction INは

Yキ0でも， e=lに特異点をもち，その糞幅方向の

位置は吹上げ標点の位置に依存する。

]Nでも同様で， Yキ0とすると

J畷＊， Y)：：：：：sgn(；ーが）J1 AN(5'） de’ 
-1 (5＊ーミ')2

=sgn（刀ーが）｛ー竺Jlぶ (5'属
2 l dが一1~* —:

+T(g*，が）！：l（芦竺ら叫

(3.11) 

5 

の関係にあるから，（3.9)を用いると

ん(~*）＝一
~*sgn(e*+l) 
(5*2-1)m-， 

sgn(~*+l)) (3.14) 
げヽ＊）＝一（ど＊2-1）3/2 

三；：三こ：，Nこ｀口を［もと｀：

(3) 同時に， Y→o,le*I→1となる場合

これは吹上げ標点が前縁又は後縁上にある場合に該

当する。

(3.3)で変数釣ど＊を

X'=(l+e')/2, X=(l+e*)/2 (3.15) 

によって， X',X に変えると

lN(X, Y1)=t えN（ざ）｛1＋バX翌’ぶ~}dX'

(3.16) 

である。ただし， Y1=Y/2とする。

X を前縁に沿って変える。 y'が yの右にある場合

（図-2参照），

中
---,．・ 1、-1、

，
 

ク'
叱
ヽ

:x: 
図ー2

である。この式の計算には

ふ 5*）＝上Jr cosN()'dO' 
冗 o(~*+cos()')2 

の形の関数を用いるのがよい。これはJNと

d ふ（5*）＝—-—/畷＊）
d~ 

(3. 12) 

(3. 13) 

0 l1'-l1 
2cI 

と占くと， X=-oであるから， N"-'Oの場合

1 

I。(-o,兄）＝J《1-XI h-V(6+Xい Y12dXI 
o xI O+X1 } 

(3. 17) 

である。 o+X'=Y心と置いて， 変数 X を S に変

えると

(223) 
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lo(-o, Y,) = Y1「il)／yl《1+6-YIS 
8Im yls-6 

x (1-V戸）ds

である。

lim o ll'-ll 
--＝ ＝tanゆ＝K

Y → O Y1 IY-Y'I 

であるから， Yi=Oの近傍では

lo(-o, Y1)：：： {Y h。

h。=i00{s1-K(1-…戸）ds

=-2J: ~ds 
k s2,/f=云i

となる。

したがって，（3.2)の第 1項では，前縁の特異性は

位数 1/2の極となる。 y'が yの左にある場合でも，

h。の形が少し違うだけ，ほぼ同じ結果となる。後縁に

は特異性は現われない。 N~l の場合の前後縁も同様

である。

Jo(-o,兄）について，同じ計算を行うと

J。(-0,Yo：：： sgn（刀ーが）互— 1，が）
4 Y1a12 

g。

g。=J°°1 1 
k {s-k s2{i平s2

ds } (3.19) 

ーヽノ8
 

ー⑱
 

，

）

、

一方，円形翼端 (c'=O)では，（3.20)を見るまで

もなく，（6.19)を (2.3)に適用してみれば，（3.2)の

第 3項が

II Y=0, 1 別く~1 c (6. 19)$:~) l (3. 21) 
l/Y→00, 1引→1 ((6.19)参照）

の形の特異な関数であることがわかる。しかも，これ

は数値計算に直接使うことができない。 (3.2)の第 3

項をどうするかの問題は 5節で再び取上げる。

4. 速度ポテンシャルの部分積分

定常揚力面の速度ポテンシャルを渦理論で書くと

(/)＝」』dy'J:,r(x', y') 

a 1 
X 
歪了 {(x-X'） 2+ （Y-y'）叶~ lz'=o / z'=odx' 

(4.1) 

である。循環 rは揚力面の圧力差”と

r(X'，y'）＝ l iェI

p V Ji1 
,fl (x", y')dx" ， 

の関係にある。

(4.2) 

となる。したがって，（3.2)の第 2項は前縁に位数

3/2の極が現われ，積分は発散するが， Hadamardの

有限部分をとる。］N では， N=Oの後縁にも，又 N

21でも前後縁に極が現われる。

以上のように，積分方程式 (3.2)の核関数の特異性

は複雑であるから，数値計算にはかなりの工夫が必要

である。

次に (3.2)の右辺第 3項について考える。 1刀ーが 1

~o ならば，この項は 0 であるが，刀ーがが 0 に近い

ところでは，様子が違って来る。

(3.5)より

犀＊， Y）= C' 『*
y b切ーがIJ-1 

なぼ）dミ'

＋羞い（ミ＊）切ーがllnY+・・・ 

(3.20) 

である。 したがって， 矩形翼端のようにが＝土1で

c'が有限， A（N)（が）が 0ならば，刀ーが→0でも問

題なく (3.2)の第 3項は 0とみなしてよい。 5*＝土1

では INの漸近式が(3.18)のように変り，ふ叫が現

われないので，同様に考えてよい。

(224) 

F(x-x',y-y')=Jy'ffx~ 心ーX')2+（y-Y”戸午―z2}J/2-

=-
y'-y 

{(x-x'）叶zりJG-X'）2+（y-Y'）叶z2

(4.3) 

の積分公式を用いると

J:,I'(x',y')~2+z2fmdx' i1'-',., / { (x-x')2+ (y-y')叶 zり3/2

dli' 
＝ 

dy' 
I'(li', y') •zF(x-li', y-y') 

—呪翡F(x-x',y-y')dx'

+z-a}「J:,I'(x',y')F(x-x',y-y')dx'

(4.4) 

の恒等式が得られるから，これを (4.1)に代入して，

y'の積分を行う。ここで，一般に認められている条

件

「(y'＝土b)=O

I'(/1',y') =0 

(4.5) 

(4.6) 

を導入すると，（4.4)の右辺第 1項と第 3項は消え

る。ただ，第 1項の dl1/dy'は円形業端で無限大にな

るから，そこは検討を要する。その部分だけ残すと，

結局，（4.1)は

の＝一土ib-bdy『嘉F(X-X1,y-Y/）dxI



Bg  B-Z - F (X-lLy-b)---F (X-ll'，y+b) 4冗 47r

(4. 7) 

のように書かれる。たたし

B土＝ lim dl1 r, 

が→士b-dy'
I (l1'，y') （4. 8) 

である。

ここで B土が 0か有限かを吟味する。 (3.1)のえN

の中で，前縁附近で循環が最も大きくなるのはぇ。で

あるから，その場合を解析しておけば，あとは詳細を

省略してもよいだろう。

(3. 1)の第 1項による循環 rw)の前縁近傍の関数

形は

r;~=A(O) （が）J“尋＇ー王 dx”与2A(0) (r/) 
ll x”-l!’ 

X./訟7←x'-ll’ (4. 9) 

である。平面形の翼端曲率半径を ba。とすると，その

附近では， c'=ba。sin<poのように表わされる。又翼

端近傍では y'=b(l-a。+a。cos<po)であるから，

ズ0

図ー3

ッ

dl1'.,__ _ de'__ de'd<p0 
dy'. dy' 
ー与—~=-~~=cot <po (4.10) d<p。dy'

である。 (4.9), (4. 10)を (4.8)に代入すると

B±(0) =¢loi悶凶百ba。VA(O)⑰')cos<p。占〗[=ll

(4.11) 

てあるから， B士 (O)-0 である。同様の叶算をすれば

B士(N)＝0としてよいこともわかる。よって，（4.7) 

の第 2項以下は消える。

(4.2)の積分変数を名＝（X’'-X。'）/c'によってざ'

に変えると

7 り`=r:r(名，y')c'df" (4.12) -1 

である。ざがy'の関数であることに留意して， y'で

微分すると，

1 叫＿＇『臀砂蒻'+, dざv ay'J-1 ay' 
C r dy' (4. 13) 

となる。 dざ/dy'は X'を一定としたときの:'の梃

輻方向の変化を表わすもので， C'ど＝x'-x。'の両辺

を y'で微分すれば得られる。即ち

dざ 1- = -
dy'c' 

Tぼ，が） （4. 14) 

である。よって，（4.7)は

炉ーー図こ釘~,J：［力Ildx”
xF(x-x',y-y')dx' 

十ードJb-bdyi伯T（ざ，が）F(x-孔y-y')dx'

と書かれる。 Dirichlet変換を用いて， 第 1項の x",

X' の積分順序を交換する。そして，炉， x'の記号も

交換すると

叫— Vzib dy/ il2’O(C' 
-石 -b-;-ll/ oy r)._dx' 

x J:,F(x-x", y-y')dx" 
1 

＋ド『~bdy⑰rT（ざ，が）F(x-x',y-y')dx'

(4. 15) 

が得られる。

5. 積分方程式と翼端条件

揚力面上の吹上げ W の表示式を (4.15)より示め

る。

i dx --＝上✓ a' 
(a'＋炉） Ja+x2 a'a-a' 

x tan拉✓ I a-a 
a'（a+xり

(5.1) 

の公式を利用すると， （4.15)の x"の積分が行えて

zJ✓F(x-x",y-y')dx" 

=-{tan-1¥+tan-1~：ば―y1) } 

(5.2) 

となる。たにし， R-バx-X'）2+（y-Y'）吋ざとす

る。よって

+, {zJ:,F(x-x11,y-y1)dx11} 
＝ 

y-y', (x-xり(y-y')R
＋ (Y-Y1戸十z2.z2尺＋（x-x')2(y-yう2

(225) 
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＋ 
叡 x-x')(y-y') 

z2応＋（x-x')2(y-y')2R
(5. 3) 

である。又

a r r, / ,  - "'a ( x '  
~{zF(x-x', y-yり｝ ＝知{-(X--Xらい｝

X 
y-y'_l__ z町y-Y'）

＋ 
R ・ R3{(x-x'）叶zり

(5.4) 

と書かれる。

吹上げの表示式は

w=lim—---1 o(/) 
z→。 V oz (5.5) 

によって求められるが，（4.15)をこれに代入したと

き，（5.3)の第 3項と (5.4)の第 2項に対応するもの

は0になる。

又

a(c'r) 
ay' 

=1e(x',y'), rT=x(x',y') 

{J:；cl +jい｝dy'＝仁dy'

飢戸＋！二｝心'=f:::dx' 

(5.6) 

と書くことにすると

w＝一上『門t2:k(X1ぶ）
4rr J -b c'J i1'y-y' 

x{1+~一門＿十;?-Y/)2 }dxI 

一月~bdy'4冗 ーb

『＇ x（X',y'）（y-Y')dx’
l11~')吐(y-y'） 2
1 y+cl t2/ b x+e2 y+e1 x+c2 

-cl1i悶巴五{L」1，十 f~s::』y-Clし｝
c2→ O 

＋ 

xK(X'，y'） ｛ y-Y' 
c'l  (y-y'）吐z2

(x-x') (y-y')R 
紐＋（x-戸 (y-Y'）2} 

dy'dx' 

+lim lim上『 dy'J::::x(x',y') 
,2→ 0 zー0 4冗—b”—C2

° { X'-X } y-YI 
戸 (x-X/)吐 z2 R 

dxI (5. 7) 

のように表わされる。 x'-x＝え， y'-y=jと書き， K

てしまう。 したがって， （5. 7)の第 1項で Cauchy

の主値をとれば，第 3項は省略してよい。

x(x',y')(y-y') -"-~,!'__;_ __ =B(x',y') (5. 9) 
R 

と書くと，（5.7)の第 4項の X' の積分は，（1.13)の

括弧内の第 2項と同形になる。 y-Y'キ0として B(x',

y'）を X の近傍で級数展開して，その積分を行うと

ェ＋e2吋恥，y')
a X → z→O ぷ—C2 屈ァ｛ぱーが＋z2}dx1

＝ 
2B(x,y') 

-e2Bぶ”(x,y') + ・ ・ ・ (5. 10) 
c2 

となるから，（5.7)の第 2項で Hadamard の有限

部分をとれば，第4項はその項に含ませたことにな

る。

結局，揚力面上の吹上げは

W=—汀b 虻jい(X1ぷ）
4冗＿b cI ll/ y-YI 

叶1+~;~}dx'

―-1-H『dy/
4冗—b

寸t2/---z(X'，y/)（y-Y:) dx' 
h'（x-X/）2 ✓(X--X'戸十 (y-Y/)2

(5. 11) 

を計算すればよいことになる。

(5. 11)を見ると，第 1項および第 2項の 1/(x-x') 

と 1/(x-x'戸にかかる項は，それぞれ

!C(X',y') ✓ （x-X'戸十 (y-Y') 凡

x(x',y')(y-y') 
プ了✓ (x-X'戸＋（Y-y ）

であるから， y-y'=Oのとき，えについて連続でな

い。このため，（3.5),(3.6)のように influencefu-

nctionに対数項が出て来る。 (5.11)を計算する限り，

問題はないが，第 1項の influencefunctionは刀ー

が＝0において， 1回微分可能なだけであるから，

(1. 5)より (1.8)を作ったように，（5.11)を部分積分

して，（2.1)の形にもどすと， Hadamardの有限部分

だけでは処理しきれない項が出て来てしまう。これが

(2. 1)の核関数の対数特異性である。つまり， influ-

を x,yの近傍で級数展開して ence functionが無限回微分可能でないこと， それ

,c(x', y') =,c(x, y)＋えKx'(x,y)＋夕Ky'(x,y)＋・・・ と， 1節で説明したように，翼理論では発散積分の有

(5.8) 限部分は翼端標点には適用できないことなどが， Ha-

のように表わし，（5.7)の第 3項に代入すると，被積 damardの有限部分の計算の障害となり，揚力面理

分関数がえ夕について奇関数となるものは消える。 論をむつかしいものにしているわけである。

又偶関数となるものでも，釘→0, s2→0にすると消え (5. 11)を無次元形に書くと

(226) 



w=—土い4三叫り
寸14墨＊一一覧□望…ーが竺｝心'

1 --Hj五
4冗—l

xf 一←］心—辺竺墨り〗―-=―—
J-1 c（ざー召） 2 ✓⑭＊一ど） 2 ＋炉(r;ーが）2

dざ

(5. 12) 

のように，（2.5)の第 2項までと全く同じ式になる。

以下で，（2.5)に第 3項が余分に加わっている違いを

吟味する。

仮に(4.5)の条件を否定して， 翼端で rが0でな

いとすると，（4.4)の第 3項が残るから，積分方程式

は，（5.12)に更に

叫 ＝［月OO1「(x',y')
4冗 h

x~dx']> (x-X')2い(x-X'）2+（Y-Y')2 y =-b 

(5. 13) 

が加わったものになる。この「に (4.2)を代入する。

そこで， X11,X'の積分順序を交換し， x"と X'の記

号も交換する。更に， x''の積分を行うと

W3= ［l fl2/r(X'，y'） 
4T ll'y-Y' 

x{1+~—+~}dx']>=-b 

(5. 14) 

が得られる。これの変数 x',Y'等を無次元量ど＇，が

等に変えれば，（2.5)の第 3項と全く同じ式になる。

したがって，（4.5)の翼端条件を無視すると，（5.14) 

が新たに加わり，吹上げの積分表示は (2.1)と同じに

なる。つまり，（5.12)と (2.1)の違いは，（4.5)の条

件が人っているか，いないかにかかっている。この翼

端条件は物理的には殆んど無理がない。一方，それの

入らない (2.1)の解の糞端特異性には物理的不自然さ

がある。こうしてみると，（5.12)の解に翼端特異性が

出なければ，この方程式をとるのが自然だろう。

(5. 12)の解についての検討は次節で行う。

6. 揚力面と揚力線の吹上げ

2節で説明したように，積分方程式(5.12)の核関数

は大変込み入っているので，そのままでは解の形を推

測するのにも，又実際の数値計算を行うのにも不便で

ある。そこで，特異性を分離するような方法で変形を

行ってみる。

， 
influence function (3. 3), (3. 4) の被積分関数の

特異性を分離して，

I畷＊， Y)=½J〗えN （ぎ）dざ

汀！枯(5'）
-2 -l5* -: 

忍 '+iN（さ＊， Y) (6. 1) 

l疇＊， Y)＝如（ご―刀Q__ yrl胃喜）~'Xdざ

+jN(~*. Y) 

ただし

叫＊， Y)=½f 虹2
2J-1が＊一ど'

X {./（ミ＊一ぎ）叶 Y2-Y}dざ

iNほ＊， Y)=sgn（刀ーが）
2 

寸lT（ミ＇）犀） Y 
ー1(5*-5')2 { V(5*—豆＋ y2

(6.2) 

(6. 3) 

炉＇
(6.4) 

デこ influencefunction のように書く。恥 jNを新た!

と呼ぶことにする。これは Y=Oのとき

1 l 
i亨＊， Q)=-~-f 1sgn(;一ぎ）・叫）dざ (6.5) 

2 J-1 

j畷＊， 0）-—那n（刀ーが） H『亨）入N（り且
2 --J1 (~-;')2 

(6.6) 

である。］N は Y=Oで0であるが， jNでは有限値

をとり， しかも，刀ーがが正から負に変るとき不連続

となる。これはがの数値積分に幾分制約が出て来る

が， iN,jNでは，被積分関数に特異性が無いので，

普通の数値積分法で値が得られる。

(5. 12)を(3.2)のように， N の和の形に書いておい

て，そこへ(6.1), (6.2)を代入すると

w=--LE [恥 jld(tA(N)）／d刀Idが
2冗 /V'-;;OL 2 J -1 1J一が

＋ 
1 1 

百Jー1sgn（刀ーが）
1 d(c'A<N>) 

c ' dり'

x『えN（ミ＇）
-1~ （が）一 5

叫ざdrJ’

月~1sgn（三）［ dc9 A(N) 
2 -l C/ dが

寸J -］)  
心＊（が）ーミ＇

蒻 dr/

1 fl +½f1sgn（刀ーが）A （N),1T(~*)
2 J-1 

叫 l 叫＇），
ー1 信＊（が）一5'｝2 

蒻む］

(227) 
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＿上§ fld(tA(N))IdがiN(5*，刀')む'
2冗 N~O J -1 刀ーが

1 R I 
---E ！ぇA（N)j畷＊， Y)dが (6.7) 

211: N-;oJ-1 

となる。ただし

冗， N=O

kN=!〗入N(5'）dざ＝（TO/92,:：： (6.8) 

とする。又， f*=(x-x。'）／C' のようにど＊は x0',c' 

の関数であるから， 5＊（が）と書いてある。

(6.7)の第 1項をんの記号で表わすことにする。

その大括弧の中の第2項の一部と第 3項は消し合うの

で，

ん＝一＿1-E［汀ld(tA(N)）ldが
2冗 N~O L 2 J -1 7Jーが

蒻

汀 sgn（刀ーが）dA(N）『 松（5＇） ，d5’dが
2J-1 む’ー1~*（が）予

＋ザ sgn（臼’）A(N) ぇ T(~*)
2 J-1 

xH『松（ど')
-l {5*（が）一5'｝2蒻 dが］ (6.9) 

となる。第 2項をがについて部分積分すると

ザ sgn(7J→'）dA(N）『ぷ（5＇） ,d切'
2 -ld1)I ー1e*（が）一5

=A(N) （叫じ喜）d炉＇＋仕 sgn(7Jーが）A（N)

x HJ1 松 (5'） dtIdミ＊
_l {5* （が）一どり 2 dが

蒻

＋且sgn(r; ーが）A （N)J〗 5＊ド叩51 且］；，＝ー 1
(6.10) 

である。 lime*（が）→00であるから，第 3項は0とし
1J’→ :I:1 

てよい。又 dが/dがは， X を常数とみて， g*をが

で微分したものであるから，一入T(f*)に等しい。

(6.10)を (6.9)に代入すると

ん＝一上£ [虹jl d(CA(N)）ld7JI dり'
2冗 N"-;OL 2 J -1 7Jーが

+A<Nl (TJ) s喜竺9叫 (6.11) 

となる。これは揚力線の吹上げの式と全く同じであ

る9)。

叫＝—__L§ jld(CA(N)）ldがか(5*,Y)物'
2冗 N'-;_OJ -1 7Jーが

(6.12) 

(228) 

1 R 1 
W2= -½ N~O t 1 AA (N) (r;')jN(~*. y)蒻

2rr N-;O J-t 

(6.13) 

と害くことにすると（追記参照），全体の吹上げは

w=iv+wげ W2 (6.14) 

である。飢，巫は揚力線の吹上げ W に対する揚力

而補正と見てもよい。

が＝cos¢'と置いたとき，双e’,¢'）を

グ(5'， p'）＝-（〗'岱＋岱） （6.15) 

のように定義すれば，これは T(g'，が）と

T(~',‘が）灯二戸＝!7(e', cp') (6.16) 

の関数にある。このグ(5'，¢'）は円形翼端でも有限

値になるので，数値計算には， Tの代りにこれを用

いるのがよい。以下では，（6.4)の中の T(:')をク

（5'，¢'）／ （1-炉で置き変えた式を用いる。

ここで iN,AjNの翼端（が→士1)における状態を

吟味しておく。先ず，刀ーがキ0とする。 (6.3),(6.4) 

の積分変数 E'を X' にもどすと

iN(~*. Y)= 
1 ば＇ふ r(g')

＿てt:'戸

x{./（か—X'）吐 ~-IY-Y'l}dx'

え・jN(~*, y)＝がa（が）sgn(7一刀')
2c' 

寸t2：瞑＇）枯 (8'）
i1'(x-x')2 

x{~-l}dx' 
双x-X'）吐(y-Y'）2

(6.17) 

である。この二つの式の被積分関数は積分区間内で有

界である。それの絶対値をそれぞれ Mt,Mjで表わ

すと

liN(<', Y)I号•(I29_h'） maxMtl 
I 入 •jN(~*. Y) I b. 

知 sgn（刀ーが） （6.18) 

鳴 '-ll'）maxMj l 2c' 

であるから， iN,AjNは 1がl<lだけでなく， lがl

→1でも有限値になる。

次にが→土1で，且つ刀ーが→0の場合を考える。

lim Y =lim 
2sin (cp+cp') /2sin I cp-cp'I /2 

=O 
が→1'I'’—o a(l) sin cp' 
7 →1'I'→° 

(6.19) 

である。が→ー1のときも同じ結果になる。即ち，円

形翼端でも，矩形翼端同様，刀ーが→0のときは Y→
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0であるから， iN,jNは (6.5), (6.6)で与えられ

る。その式の 5'の積分を行ったものが，次節の(7.4), 

(7. 5)に示してある。一見して明らかなように， iN

(g,0)は有限値であるから， 飢はんに含まれる積

分とほぼ同じ性質で， 1引→1でも有限値となる。一

方，入jN(~,O) はが＝土 1 に特異性はあるが，刀ーが＝

0の両側で符号が変る。 (6.13)は 1引く1に対する

表示式であるから， 1引→1のときは，がの積分は

Hadamardの有限部分を計算するのと同じことにな

り，叫も 1引→1で有限値となる。

(6.11)は揚力線の積分方程式であるが，特定の平面

形の翼の場合，解析解が求められている 10)。例えば，

楕円翼の断面揚力係数は毅端で有限値である。上述の

如<,Wt,叫には特異性がないので，（6.14)即ち

(5. 12)の解でも，揚力線のときと同じに， A（N)切＝

士1)キ0であることが推定できる。

ー influence functionの数値計算法

本節と次節では，（5.12)の数値解法について述べ

る。先ず， influencefunctionの数値計算であるが，

被積分関数に特異性がないので，容易に行える。

(6.3), (6.4)に Chebychevの積分公式を適用する

と

iN(e*, Y)=~ T ？; AN（匂）sin佑
こ

2n J=1 ざーも

x{ ✓U*—む）叶 Y2‘- Y} 

x ｛噸＊一い）吐 Y2
l
.
J
 

ー

(7. 1) 

jN(5*，Y)＝ TCSgn(刀＿が）”グ（む）入N（む）sin佑こ
2n {1ー炉 j=1 ほ＊ーむ）2

(7.2) 

となる。ただし

O i = (2j-1) rr: I (2n)，どj=-cos Oi (7. 3) 

である。一般には，この式で iN,jNの値が求められ

る。ど＊ーも＝0のときは，（7.1)では 0, (7. 2)では

ーグふr/(2Yりとすればよい。

Y=Oのときは，（6.5), (6.6)を計算する。その場

合?=:であるから， t=-cos 0と書くと

io(~, 0)＝-王+()＋sinU
2 

である。又 jN(~,0) は

jN(~10)=-7r sgn（刀ーが）
り1ーが2

x ｛嘉互 (g) ＋ Y(~)D(N) （的｝

ただし

C<N)(~)＝上『三de
2冗ー15-5

砂 （ ど ） ＝ 土 吋 ふ 賃 ： ｝ 蒻

と書かれる。 Y=O では !~I ~1 の場合だけが計算に

必要である。 (7.6)を積分したものは

C(N)（5)＝（：：cosNO, 

である。 (3.13)を利用すると

D(N)（ど）＝一
dC(N) 1 

d0 sin0 

であるから， D（N)（5)の表示式は（7.7)から容易に

尊かれる。

`
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A(N) の連立方程式

(6. 14)の W 中で支配的な項は，揚力線の吹上げ

W であるから，この項の計算法に重点を置いて，A（N)

の連立方程式を作る。 W の計算には， 揚力線理論で

実績のあった Multhopp法11)を採用することにし，

その他の項， W1, 叫については， それに準じた計算

法を考える。

cA(N)（が）＝g（が）と書く。が＝COS<p', <ps=S冗J(m

+1) として， g（が）を近似式

g（が）
2 m m .,  

＝一ー一 I:gs I: sinqcps sin qcp 
m+1s=1 q=1 

+A~(N) C<N)（ど）］ 

(7.5) 

(7.6) 

(7. 7) 

(7.8) 

(8. 1) 

で置き変える。これを(6.11)に代入して，積分を行う

と，

鱈＝ード。［午｛立—魯叫
(8.2) 

冗
以5,0) ＝ --＋--

fJ siが2(J
4. 2 4 

(7.4) 

iN(e,o)＝一1 
2 

x{sin(N-1)0 _ sin(N+1)0 
N-1N+1  } 

と書かれる。ただし，刀.=cos此 I(m+ l), 9,=9（砂

ふ点）＝ŵ（e,刀＂） である。又 C(N)(5) は(7.7) に

示す関数である。加は Multhopp行列であって

如＝
m+l 
4 sin'P＂ 

bus= 1國；喜；ーツ ・(cos'PSSin-:;s'P"）2}
(8.3) 

(229) 
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で与えられる。ただし，こ’は s＝ンを除いた Sにつ
s 

いての総和を意味する。

叫の核関数の特異性は 1位の極だけであるから，

上記の方法を利用することができる。先ず(6.12)を

1 
R 

叫＝一ー一 I;iN（ざ， 0)
l d(tA(N)）／dが2冗 N~OiN(f;*, Q) r 1 刀ー刀, -dが

ー上五 Jld(tA(N)）／dが・紐(5*，Y)
2冗 N=0ー1 7Jーが

dが (8.4)

ただし

＾ iN(~*. Y) =iN(~*. Y)-iN(~. 0) 

X 
iN(5*，Yuj) 
cos<p,-COS<pj 

である。ただし

約＝（2j_1)冗!(2n)，刀j=COS<pj

1 
Y,j =+I刀"-加Cj 

x sin cp'd屈

(8.5) 

のように書く。 iNは Y=Oならば，翼端で 0にならな

いことに注意する (8.4)の第 1項は上記の Multhopp

法で数値積分を行う。第 2項は変数がを <p'に変え，

tA(N）を（8.1)で置き変えたあとで， Chebychevの

積分公式によって数値積分を行うようにする。その結

果は

叫（~)=—旦。 iN(~.o){bvふー喜'bか｝

1 R 切切 ？t 

＋こ I:9-s I: q sin qcps I: cos qcpj 
凧m+1)N=0s=1 q=1 j=1 

(8.6) 

とする。この式の nは切＋1の4倍程度にとるとよ

い。 (8.1)を微分したものは， <ps上では誤差が大き

いので，それを含む関数の数値積分では'<psの間の

点を積分点にとる方がよいだろう。 nを m+lの偶

数倍にとれば，釘が <psと重なることはないから，

上の条件を充たす。

次に，妬の計算法を示す。 jN(g*,y)は]N(g*,Y) 

と同様，特異性が無いから（追記参照），（6.13)の積

分には，梯形法則が利用できる。ただ，積分方程式

(6. 14)を A(N)の代数方程式に変えるのが最終目的だ

から，積分点を（8.1)の標点と一致させる必要がある。

(6. 13)の積分変数を <p'に変えると

1 
R 

冗

疇）＝一一こ JぇA(N)（が）j畷＊， Y)
2T N=0 0 

(8.7) 

である。この積分を数値的に行うのに梯形法則を適用

(230) 

する。ぇjNは業端で有限だから，被積分関数は両端で

0になる。又，ががりを通過するとき， jNは絶対

値等しく，符号が変るので， 7）＝がのところは0とし

てよい。よって

w叫）＝＿ 1£
2(m+l) N=o 

m 
I;'As (NJ 
S二 1

1 x~—jN(f*, Y~s)sin<ps 
Cs 

(8.8) 

のように表わされる。ただし，

S の総和を意味する。

(8.2), (8.6), (8.8)を辺々加えたものが， As(Nl

の連立方程式である。それを解けば A(N)の値が得

られる。

こ＇は s＝ンを除いた

結 言

本論文関係の報告は4回を重ねた。これまでのもの

は，主題の解明に役立っている部分があるとはいえ，

何れも直接問題の解決にはつながらなかった。

今回の研究の動機は文献1) の数値計算の結果に多く

を依存している。揚力面理論では数値実験は重要なこ

とで，その積み重ねが現在の発展をもたらした。この

研究にしても，数値計算による確認は必要なわけであ

るが，そこに行く前に，理論の側から，できるだけ予

想の裏付けが得られるよう，精細な解析を試みた。こ

れで円形翼端問題は一応の結着をみたように思う。け

れども，とにかく，複雑な特異核の新しい形の積分方

程式を解かねばならないという，新たな問題が生じて

来ている。本文では，揚力線の吹上げを分離するよう

な解法を提案したが，これには一石二鳥の効果がある

ので，おそらく，他種の揚力面についても，類似の手

法がとられることだろう。
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附録

ど＊＜ー1で， i;*が一1に近いときの I。の漸近式

を求める。この場合， Y=Oでは I。=0である。そし

て，ミ＊＝ー1の特覧性は，ぎの積分のミ'=-1の近

傍の部分だけに依存すると考えてよい）よって，（2.3)

13 

で， l+e=t, l+~*=-o と置いて， （0, e)の区間

の積分だけを取出して，計算する。

I塁＊， Y) ：：：：：— Lie 上亨＋が十 Y2 dt 
J2 0 ✓ t 0+t 

：：：：：＿ Y ！e __L __L 
✓百。 ✓ T o+t 

dt 

{tan ー! ✓--~=-Y✓ 2 0 ----- V J 

--Y喜{;-✓; +½(!r/2.. ・} 
：：：：： 

冗 Y
-------

灼2a'V/E <l 

となる。この結果は (3.10)でミ＊→-1としたときの

漸近式に一致する。

追記

(3.4) の ]N には (3.6) のほかに一CAN(~)I（刀ー

が）の特異性がある。よって，（6.13)ではえ（か切')
-;-

jN=jNと書き，

1 
R 

W戸ー一こ §lA(N)⑰）JN(?,Y) 
2rr N~oJ -1 刀ーが

dが

のように表わす必要がある。 これを用いろと，叫が

翼端で有限になるという証明は， 6節の終りのような

あいまいなものでなく， もっと明快に出来るようにな

る。

(231) 


