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Abstract 

暉isre~ort p~ese~ts-~~ _investigation on the local linear stability of a 
on_e-dimensional basic field equation-system formulated using an unequal 
velocity two-fluid model. 
The stability analysis was applied to the equation system for a steam -
water two-phase flow(in which the liquid phase may be in thermaI 
nonequil~brium), and dispersion relations for long wavelengths as to density 
waves,_ for low frequencies as to acoustic waves and for very short 
wavelengths as to these kinds. of wa-ves were derived. They were applied both 
to a stratified flow in a rectangular duct and a bubbly flow. 
The equation system may be unstable for the stratified flow at long 
wavelengths(the physical Helmholtz inststability), where the wall_ friction 
in the liquid phase has a stabilizing effect but the wall friction in the steam 
phase and th~ int~rp~as~_friction ~av9- ~e~tabilizing effects. 
The equation system -is stable for the-horizontal bubbly flow(％く 0.5)
at atmospheric condition at long wavelengths in the case of the wall 
frictional drag in either phase being negligibly small comp~red with the 
interphase frictional drag. 
The equation system may induce unphysical instabilities for both the 
flows at very short wavelengths. Namely, the system may constitute an ill -
posed initial -value problem. 
An attenuation coefficient and a propagation velocity of a sound in a 
horigontal bubbly flow at very low frequencies were estimated. 
Relation between characteristic roots of the equation system and the 

stability at very short wavelengths was examined. 
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記号表「

A 断面積〔m門または (113)式

Ag1 単位体積当りの二相境界表面積〔m―1〕

a 音速〔ユ〕
. s 

ac 定常状態における各流動様式の音速〔舟L〕， ⑲7式）

am 定常状態における均質混合流の音速〔舟ビ］， （98式）

脳 二相間の抗力係数〔
• K只=g〕

恥 単位質量当りの体積力〔上且［
. kg 〕

c 仮想質量係数〔無次元数〕

切 液相の比熱〔
kcal 

kg゚K〕

Cv 二相平均定積比熱〔Cv=(agpgCvg+a1p1C1)/p〕（
kcal 
―〕kg°K 

Cvg 蒸気相の定積比熱〔
kcal 

kg゚K〕

恥 水力直径〔m〕

E (11)式，（
kcal 
＝〕

Eag, Ep, Es/ (32)式

入即PI
FWF 液相の壁面摩擦抵抗係数(FWF=~) [s―1 

&t1A ・

) ［．〕

心VgPg
FWG 蒸気相の壁面摩擦抵抗係数(FWG= —' S―1 

8ctgA 
）〔．〕

Fgl 液相から蒸気相への運動量移動の逆時定数〔s-1〕, （B-37)式

応 (19)式［詈〕

Fi (20)式（ kgf 
’.  m3 〕

知 二相境界摩擦係数〔無次元数）

2〕
kg 

伝， frag=（P! -％） gH= -f叫一
・ms 

g 重力加速度〔苫ど］
・s 
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X 

kcal 
エンタルビー[---〕または矩形ダクト高さ〔m〕. kg 

蒸発の潜熱〔担辿
.. kg 〕

波数〔m―1〕
圧力〔MPa〕

蒸気相の濡れ縁長さ〔m〕

液相の濡れ縁長さ〔m〕

単位体積当りの外部加熱量［
kcal ~J または (72) 式

ガス常数〔 mkgf 〕または (74)式
kmol次

エントロヒ°ー［土芝L.〕または (75)式
kg次

Sg*＝些［吋kcal
dP kgkgf°K 

〕
絶対温度〔双〕

時間〔 s〕

内部エネルギー［旱L〕
. kg 

蒸発に伴う内部エネルギーの増加，（Ugl=Hgl―-PVgl)〔kcal
kg 
〕

摂動量

3 

蒸発に伴う比体積増加， （Vgl=---
1 1 m 
ー） ［一〕p~ pf I'・kg 

二相混合流の速度 (42)式または添字つきで各相速度〔
m 
s 
〕

―相の相対速度， （Vgl = Vg -vi) 〔
m 一言―〕

(100)式 〔無次元数〕

乾き度〔無次元数〕

x 距離座標〔m〕

z 垂直座標（摂動前の二相境界面基準，上方が正方向）〔 m〕
(aふ）ag,(aa恥）P,(aふ）vg'(aふ）町 (33)式

ag ボイド率〔無次元数〕

al al=（1辺 g) 〔無次元数〕

rg 単位体積当りの蒸発率[ kc 一予〕，（ B-4）式
・ m s 

叫， rgp, r gs, (31)式

r。 r。=3畷 gP/rp忍后［与〕.m s 
re 単位体積当りの凝縮率〔 k3g 〕， （B-2)式. m s 

む 単位体積当りの蒸発率〔 kg
・記s
〕，（B-1)式

(391) 
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距離座標のメッシュ巾〔m 〕：

物質移動係数〔無次元数〕

音波の減衰係数〔 m―l〕

特性根〔舟〕または添字つきで各相の壁面摩擦係数〔無次元数〕

粘性係数［上且
・ ms 〕

二相混合流の密度または添字つきで各相密度[_
kg 
戸〕

Pg*＝並己〕
dP m2 

Pl'= （旱）〔二
ap Isl ¥ m2 〕

PI’’ 

Pl 
A 

6
 

¢
~
¢
3
 

Pl’'＝兄（
臨 s2 、
ー） ［一8P TI m2 J 

Pl4=（皐）［ぽ゜k〕
臨 P ・記kcal

表面張力〔
kgf 
. m 〕

cp=(t)一kv〔釘〕

窃＝cp/kac〔無次元数〕
角周波数〔s-1〕

a
g
I
 

添字

g（気相）またはl（液相）

蒸気相

虚数部

j-1, j, j+l ジャンクション番号

K, L ボリューム番号

液相

R 実数部

TR 二相流

肩記号

s 飽和状態量

1.まえがき

軽水原子炉の熱水力過渡特性解析用の計算コードの中でよく知られる RELAP4シリーズ1) では二相流モデ

ルとして均質平衡流が用いられたが， 1970年代になってから非均質，非平衡流モデルを用いたコードが開発さ

れている。その中には TRAC2',RELAP 53)などの：コードがある。

均質平衡流モデルでは二相流基礎方程式系は一次常微分程式系で表される。そして，もしその系が安定であれ

ば，その差分方程式系の解は陰解法を用いれば数学的には時間刻み幅を大きくとっても安定であるい。一方，非

均質流モデルでは基礎方程式系は一次準線形偏微分方程式系で表され，均質平衡流モデルの数値解法は適用でき

ない。そして，蒸気と水の間の相対速度の存在がその系の物理的並びに非物理的不安定を引き起こす場合があ

ある。この非物理的不安定は系が初期値問題として不適切 (ill-posed)であることを意味するが，計算コード

(392) 
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に用いる非均質流モデルの差分方程式系は適切でなければならない。

非均質流モデルが用いられるようになった当初，二相流基礎方程式系の安定性と特性根の両概念の間に混同が
あった 5) が Ramshaw と Trapp6) によって解決されたと考えられる~)
本報告では，第2章において軽水原子炉の一次元熱水力過渡特性解析に用いられる非均質，非平衡二相流基礎
方程式系を取上げて，その線形安定性解析を行い，得られる散逸関係式から物理的安定性並びに非物理的不安定
について調べる。さらにこの系に存在しうる各種の波の伝播速度を求める。第3章においては実際の加熱二相流
系においてしばしば観察される動的不安定とこれらの波の関わりを述べる。

本研究では蒸気ー水の二相流の中で特に層状流および気泡流について具体的に調べる。

2.ボイド体積率が液相の体積率よりも小さい場合の一次元非均質，
非平衡二相流基礎方程武系の線形安定性解析

2. 1 非均質，非平衡二相流基礎方程式系

基礎方程式系としては下記の(1)---(5)各式から成る系を取上げる。これは基本的にはRELAP5/MOD13)
において用いられているものと同じである。このコードでは二相のうちで体積の小さい方の相は常に飽和状態を
保ち，他相は熱的非平衡になりうるものと仮定される。この仮定によって各相に対する 2個のエネルギー方程式
の代りに二相混合流に対する 1個の式に減らすことができる。その結果，この系は各相に対する連続および運動
の各2個の方程式と 1個のエネルギー式から成る。従属変数はボイド体積率ag,圧力P,各相速度Vgおよび
V/，そして体積比の大きい方の相の内部エネルギーUgまたはUゆ計5個である。 本研究では流路断面積Aは
一定と仮定する。この仮定によって問題の本質は損なわれない。以下に基礎方程式系を示す。

8(agpg)/8t+8(agpgVg)/8x=I'g (1) 
8(aIPI)／8t+8(aIPIむ）／ox=r, (2) 

叩 g（叩／at)＋令知g(8ゲ／ox)=這 g(8P/Bx) +agpg比—叩gFWG(vg)+ Cre如一応Vg)

如 g—知B硬gl-Cagmp 珈gl/8t十幻(8Vg/i9x)-Vg（如／8x)〕孤gpggH--
ax 

aIPI（如／at)＋炉IPI（厨／8x)＝況(8P/8x)＋叩心ーa1p1F'WF(v,)+ (r沙g-re如）

(3) 

＋疇glVgl+ca厄gp〔叫／8t-Vg（如／ox)＋疇g/8x)〕団(J匹g-pggH)詈 (4)

a(pU)/at+a(agpgvg山＋叩IV凸）／8x

= -P8-（叩g＋砂）／ぬ＋Q虹gpgFWG(：ゲ）＋ aIPlFWF(V内＋ Ag!Bg~Vg1~+Clr1l/2)vgi2. (5) 
ここで Vgl=Vg-VI 

(1)式および(2)式はそれぞれ蒸気と水に対する連続の方程式で， rgとr)はそれぞれ二相混合流の単位体積， 単
位時間当りの蒸発量および凝縮量であり， rl=-rlgである。 (3)式および(4)式はそれぞれ蒸気と水に対する運
動方程式である。両式の右辺は第1項から順に，圧力勾配，体積力，壁面摩擦，二相間の運動量移動，二相間の
摩擦抗力および仮想質量力を表す。 (3)式および(4)式の各末項は 8ag/8xによって生じる蒸気相および液相の
それぞれに働く力を表す。これらの項は本報では矩形ダクト内層状流に対してのみ考慮される。

nおよびreはそれぞれ附録Bで説明するように R.C.Mecredy7)らの提案による単位体積当りの蒸発率お
よび凝縮率であり次の関係がある。

rg=re-rc 

である。また

Ag1＝単位体積当りの二相境界表面積
Bgl＝二相間の抗力係数

であり， Bglはfuの定義により次式で与えられる：：り。

1 Bgl= -JglPgVgl（層状流および気泡流に対して）8 

(6) 

(7) 

(393) 
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ここで

fg/＝二相境界摩擦係数

Cは仮想質量係数である。これは気泡と液相の各加速度が異なるために気泡が受ける加速抗力に含まれる係数で

ある。これは流動様式に依存し，気泡流や噴霧流に対しては C>0.5が適当で， 分離流或いは層状流に対して

はC=Oが適当である 3)。（5)式は二相混合流の熱エネルギ一方程式である。この式では仮想質量力に基づくエ

ネルギー散逸は無視している。この式の左辺第一項に含まれる pUはボイド率agと乾き度Xの関係x＝屯P外i
を用いれば次式になる。

pU=agpg山＋aIPlul
ここで

p =agpg + a1P1 

,
9
,
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2.2 ボイド体積率が液相の体積率よりも小さい場合の線形安定性解析

本解析では蒸気相は常に飽和状態を保つものと仮定する。この仮定は RELAP5/MOD1コードでは蒸気相

の体積が液相のそれよりも小さいときに対応する。即ち叫r<a1とする。 (1)式～（5）式の基礎方程式系の線形安

定性解析を行うに当り，熱エネルギー式(5)はそれよりも馴染み易いエントロピーを用いて表したエネルギー式

に書換える。その手順は連続の方程式(1),(2)および熱力学関係式 dUa=TadSa + (P/pげ） dpaを(5)式に代
入すれば得られる。その結果は

• DP DSI 
T印gpふg*―—+Tmpl--＝ E

Dな Dt1
(10) 

ここで

E= -I'g(Hg-H1)+ (II'gl/2)vgt2+agpgFWG（ゲ）＋aIPIFWF(VIり＋A虚 g/Vg/2+Q

Sg* =• 
dS; 
dP 

D 8 8 
―=—+％一Dta8t 8x,、,

肩記号sは飽和状態を示す。 (11)式の第 1項と第2項は二相間のエネルギー移動を表し，末項は外部加熱量を表

し，残りの項は摩擦による散逸エネルギーを表す。

pg =pg(P)とp戸 Pl(P，S1)の関係式を用いて(1)式～（5）式を次のよう書換える。

(11) 

(12) 

Pg加 g * DP 竺
Dtg_ 
+ agPg--

叫
＋叩g
8x 
= rg 

D① ,DP A DS1 8vI 
Pl —— +aIPl -＋  aIPl-+ aIPl-
Dh Dh Dtl! 8x 

== r, 

叩 ggH如 g+ ag 8P DVg DVg DVI 
8x ax 
一＋叩g-— +Cag叩（―-一） ＝吠g

叩 Dft Dtg 

噂I(伝 -pggH)~`聾+ aIPl紐＋c％叫紐鬱）＝確I
T拉gP心g*

DP,. m DS,r 
-—+ T¢IPl― =E 
Dな Dtl

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

ここで

Pg* ＝並， p;＝ （巫ー） 0pl 
dP OP sl 

'pf=（一））as,)'p (18) 

屯応＝agpg恥ーagpgFWG(vg) + CreV/―和Vg)-A詞 gtVgt (19) 

a1F1=aゅ Bx-a1p1FWF（町） ＋ （r辺g-re m)＋A証gtVgJ (20) 
(19), (20)の各式は矩形ダクト内層状流および水平気泡流に対してはそれぞれ附録Bの(B-15),(B-16)

および (B-26),(B-27)の各式で表される。尚，（13),_,(17)の各式の右辺は非同次項であり， 独立変数

(394) 
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xおよびtに関する微分項を含まない。

さて， （13)式～ （17)式の系に線形安定性解析法を適用する。本解析で用いる手法は厳密には局所線形安定

性解析と呼ばれ，系が摂動される前の各従属変数の空間および時間に関する微分値は零とする。この状態を一様

定常状態という。安定性解析を行うために各従属変数uは次式によって置換える。
u=uo +tlei（い道） （21) 

ここで Uoは一様定常状態における値で， Oは摂動量である。 Kおよび oはそれぞれ波数および角周波数であ
る。置換えによって得られる各式を0に関して線形化する。その際，（13)式～（17)式の右辺は次の関数で表され
れるものとする。

r g = r g (ag, P, 81) 

屯応＝（ag応）（ag,P, Vg,町）

a1凡＝（a1F 1) (ag, P, v g, v 1) 

E = E (ag, P, 81) 

(25)式に含まれる外部加熱量Qは一定値とする。

結果は

．＾ ＾ ^  ^  -〔i((t)一kvg匹〕ag-〔i((t)一kvg泣gpg*+I'gp〕］臼 ikagpgvg-I'gs,ふ＝0

〔i((J) 一 k叫ふ— (i((J) 一 kvg)a1p/'+i((t)一加）aIPI'-rgp- PlAE囁 ＾ 
PlTS 
+ikaIPl如

+ (I'gsl+ 且＾
PtTS 
)Sl= 0 

[ikpggH-（年）咋恥＋（ik-F gp)令＿〔i（(t)-kvg匹＋i((t)一kv1)C叩＋Fgv膚g
ag 

+〔i((t) 一 kvg)C叩— Fgv1 蘭＝0 

-〔ik(f巧―pggH)+（訊）ag〕^ ＾ 
aI 
咋＋（ik-F1p)P+〔i((t)-kv1)Cagp-F1v真g

-(i((J)一kv心＋i((J)一kvg)C歿gp+F1v1泊＝ 0 

＾ -〔i((t)一kvg)agpgSg*Ts+Ep〕P-〔i((t)-kv1)a印汀s十Es1〕81=0 

ここで

r = arg 8rg org 
gag 
Bag 

'I'gp=~'I'gs戸
8P 8Sl 

BE _ BE _ BE 
Ea=― 
g 8a , Ep=― ESl=― g 8P'8SI  

（心Fa)a_= 
8(aaFa).,.., 8Fa.,.., 8Fa.,.., BFa 
g 加 g,Fap＝茄―， Favg＝玩；＇， Favl＝盃

Pl’'= ―屈（知~)Sg* =pl竺
aIPI 
) （)  BP I Tl 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 
(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

(261,_, (30)の各式の係数に含まれる各変数記号はここで改めて一様定常状態における値であると定義する。

(33)式の添字aはgまたはlを示す。 矩形ダクト内層状流および水平気泡流のそれぞれに対する (31),(32) 

および (33)の各式の値は附録Bに示す 〈34)式は熱力学関係式
dPI(P,Sl) aPI 

＝（一） ＋（如ー）（醗
dP 8P st 8Sl p 8P Tl 

8SI 
の右辺第二項を表す。この項に含まれる (---) は(17)式から求まる。即ち，（17)式において Vg＝v,=o 

8P ~ 
とし，蒸発率rg は一様定常状態においては零であり，加熱量Qは（旦~) とは独立であるので除けば求まる。

8P Tl 

(13)式～ （17)式の系が摂動される前の一様定常状態においては r訟 g=O,Eag=Oおよび Tg=T,=Ts

であり，これらは (26)式～ （30)式に考慮されているCI

＾ ^ ^ (26)式～ （30)式の系は変数 ag,P, Vg, vlおよび81に関して線形同次系である。従って， ag=P=iら＝
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＾ ^ V1=S圧 0 以外の解をもっためには係数行列式が零でなければならない。即ち，

-ipgrpg -（jagPg*¢g+iふ） ikctgpg 

゜
-r gs, 

tpゆI ー如(p/'rpg+/01ゅ）

゜
ika1p1 rgsげPl‘恥／nTS

+rgp+PIdら／pITS

ikpggH一止島 ik—恥 -i(p坪g+伍 IPPl)一比g i Ca,prpg-Fg町

゜
| ＝0 (35) 

ag 

--i（ka(f戌,<w）ag―/pag1gH 
ik-F;p i伍 g呼 I-Fl"g -i(pゅ＋Cagpcpg)-F1v1 

゜
゜

-（iagPgSg*Ts<pg+ Ep) 

゜ ゜
-（iaIPITS¢汁 Es1)

ただし

<pg =w-k  Vg (36) 

¢l=o-KvI (37) 

(35)式を整理すれば

P呼g agPg*¢g-irgP -KagPg -irgs、
Pl<p/-Pg<pg -((a迎g*+ a1p111)<pg + a1p1'釦 kagpg kaIPI -iがEs1/pITS

ipI‘Ep 
p,T• 

I =O 
(38) 

I .〔(agaFgg)ag （碑aI）ag 〕 i(Fgp-F1p) -（p呼g+0PI-i(F炉g—尻））〔pゅ＋ C;xp8+i(Fgv／—恥）〕

+kJ呟

i ((agFg)ag+(a品H)）ag) k+i（a,,Fcp+a1恥） -〔agP呼g-i(dgF炉,.+a1F1,g)) -（aIPIPI-j(agF匹／＋叫沿）
-k（凶f咋―pgg

agpgSg"T~<pg-iEp 
aIPITs<p/-iE,1 

(38)式に含まれる <pgと<plは，便宜上混合流平均速度V と相対速度 Vgtを用いて次式に書換える。

<pg=¢-Kd,IPIVgl/p (39) 

<pI =cp＋紐gPgVgt/P. (40) 

ここで

cp=w-kv (41) 

v=(ct,gp砂g+ct,1p1V1)/p. (42) 

(39), (40)の各式は Vgおよび如がそれぞれ次式で表されることから導かれる。

V g =v  + c/,/ p1V gt/ p .  (43) 

町＝ V-ct,gPgVgl/p (44) 

結果として (38)式は次式になる。

瓜¢-KaIP心／p) agpg*(<p-ka1p1Vg1/p)-irgp 

（g-pg)¢+kpgPIVgl/p -（aIPI’'＋a炉g*+dIPI'ゆ
+k〔dIPI(agPg*＋aIPI’'） 

'〕
Vgi iがEp

-agaIPgPI--
P P1T' 

i〔匹Fg凡竺〕
ag a, 

+kf呟

i(Fcp-F1p) 

-KagPg 

紐gPg ゜ka1p1 

-(pg+ Cp)<p ＾ （p,+ Cp)<p 

VgI Vg/ 
+k(aゆgp,-cagPgP)— +k(agPgPI- caIPIp)一

p p 

-irgs/ 

-ip14玩／gTS

゜
+i(F弱'-Ftug) ＋i(F伊／ー F心

i〔しふ）ag+(ct品）“／〕 K+i(ag応＋凶Ftp〕 辺 gPんp-KaIPIVrl/p) -aIPI(p+KagPgVg/／p) 0 
-K(dIf咋―PggH) ＋i(agF匹g＋叫％） ＋i(ct氏guけのFlu/)

o agP心＊Ts(¢-K鯉叩g
p Vgl) 0 0 aIPITs(¢+k--

p 
Vg/) 

(45) 

=0 

-iEp -iESI 

(45)式から散逸関係式即ち K と 0の関係式が決る。

層状流におけるボイド率％の摂動の伝播のように定常的に振動しているような波に対しては波数 Kは 0::; 

K<OO の正数と見倣し，角周波数oは複素数と見倣して 0の解を求め，その虚数部 (i)Iの値によってそれらの

波に関する基礎方程式系 (13)式～ （17)式の安定性が決る。即ち， 如く 0ならば安定，叩＝ 0 ならば中立安
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定，そして w1>0 ならば不安定である。一方，音波のように (21)式のx=Oにおける単振動の摂動ue→otの
各周波数成分がそれぞれ個有の位相角と減衰特性をもって伝播する波に対しては角周波数oおよび波数Kはそれ

ぞれ正数および複素数と見倣す。従って K
a) 
＝ 
a 
+i刀で表される。ここでaは音速であり，刀は減衰係数であ

る。従って音波に関して甚礎方程式系が安定であるためには 7/2: 0でなければならない。
さて，（45)式のような繁雑な方程式から全波長(0~ k <00）および全角周波数(0< w <00) ~蓑動に関す
る散逸関係式を解くためには計算機を用いた数値解法によるのが適当である。しかし，長波長および低周波数並

びに非常に短い波長および非常に高い周波数のそれぞれの摂動に限れば散逸関係式の代数解を求めることができ

る。

長波長の摂動に関する系の不安定はヘルムホルッ不安定を表し，短波長の摂動に関する不安定は非物理的な不

安定，即ち系が初期値問題として不適切(illposed)であることを示ずり。この非物理的不安定の原因は二相流基

礎方程式系において二相流体のすべての相互作用の微分特性を正確に記述することの困難さ，および流路断面平均

の変数を用いることによって生じる共分散項の正確な記述が困難なことにあると考えられている(8),p418)。

中間波長域は長波長の物理的振舞いから短波長の非物理的不安定が生じるかもしれない振舞いに移行する特性を

含む帯域と考えられる。以上のことから系の安定性に関する重要な問題の多くは長波長と短波長の両域にあると

考えられる。

本解析では (13)式～（17)式の二相流基礎方程式系について長波長および低周波数の各摂動並びに非常に短い

波長および非常に高い周波数の各摂動のそれぞれに関する安定性を代数的に求める。ここで長波長および非常に

短い波長の摂動とはボイド率の摂動（或いは密度波）を指す。そして長波長とは (13)式~(17)式の右辺の非同

次項の各項の各種の摩擦や運動量交換および体積力等の従属変数に関する微分値の定常状態における値（凶Fa)a, ag• 

F avg および Favlらの影響が無視できない程度に小さい波数の長波長を指し，非常に短い波長とは（凶凡）dg,

玲Vgおよび恥リらの影響を無視できる程度に短い波長を指す((48)式および(109)式参照）。一方，低周波数および非常

に高い周波数の摂動とは音波を指す。そして，ここで低周波数とは（必恥）“g,Favgおよび Fav1らの影響が無

視できない外に熱的平衡が仮定できる程度に低い周波数を指し，非常に高い周波数とはこれらの微分値の影響が

無視できる程度に高い周波数を指す((70)式および(118)式参照）。 尚，音波に関しては非常に高い周波数にお

いては波数は正の実数になる ((121)式参照）。

本解析では Vg2VJ> 0 とし蒸気一水の対向流は考えない。

2. 2.1 長波長および低周波数の摂動に関する安定性について

二相間の物質移動rgに関する効果を無視できる場合には (45)式の行列式の第 5列は (5,5)の要素以外
はすべて零になる (Es1も附録Bの（B-13)式から零になる）ことから次の 1根を得る。

<pl ＝ー紐gPgVg1/p ・ ・ . (46) 

この式の添字の数字は索引番号を示す。この式に (41), (44)の両式を代入すれば

w1=k町 (47)

この式は二相間の物質移動を無視できる場合の液相エントロピーの摂動に関する散逸関係式を表す。この式にお

いて液相速度 VJは実数であるから液相エントロピーの摂動に関して基礎方程式系は安定である。この場合には位

相速度 WJ./k＝町はこの摂動の伝播速度を表す。

(45)式から得られる散逸関係式は上記の液相エントロヒ°ーの摂動の伝播特性の他に4個の波の伝播特性を含

む。それらの波はボイド率 agの摂動あるいは密度波および音波である（これら 2個の波は二相流体の流れに対

して正負両方向に伝播する）。密度波は加熱二相流系において生じうる密度波振動などにおける擾乱を二相流部

において運ぶ波の一種である。密度波振動は周期が大体 lHz以下の低周波振動である。そしてこの振動におい

ては蒸気ー水各相の圧縮性は重要な因子ではない 10)。従ってボイド率の摂動ふ1gと密度の摂動 8pの間には

砂＝ー(Pl-pg)紐 gの関係が成り立つので両者の伝播特性は位相が180度異なる以外は同じである。以上の

理由から以下の解析においては「ボイド率の摂動の伝搬波」の代りに「密度波」の表現を使う。

さて密度波の長波長成分に関する散逸関係式を導出する。上に述べた理由から蒸気一水各相の圧縮性を無視す

る。更に密度波の伝播特性に対しては二相間の物質移動の影響は強くないことが二相流の流動様式に関する
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Baker線図 11)などから知られているので蒸発率 rgに関する効果は無視する。即ち， I'gp=I'gs1=0, Ep= 
恥＝ 0（附録Bの(B-12),(B-13)の各式参照）とする。以上の仮定を (45)式に適用すれば次式を得る。
(agp1＋叩g+Cp)砂＋ ｛i叫 (FgVi-Flv1)-m(F@g―尻）〕

+k〔2%―凶）pgp1/p+C(ag/Og逼 Pl)〕vgl}¢ 

瑾｛〔五(F四―F1v/)し＋叶疇` gVg-F1心号＋〔が訊）c/,g―叫gい〕｝

-K畑g畷咋―芳鱗g＋心—Cag叩）以〕＝ 0
この式と (41)式から角周波数 (L)の虚数部と実数部はそれぞれ次式になる°

｛ 
1 1 (LL19-2KMI) -

(L)1 =— -L士＝＝〔J戸戸二い(L行ー 4KM虚＋4炉(LL1-2KM〗
2k J2 ILL1 -2KM叶

四

+L2＿い（L21-4KM2)〕｝

匹＝kv十上{-k L1土」一囚〔ーザ＋い(L21-4KM刀＋4い(LL1-2KM1) 2 2K 汀・

-L叶 K2(Lf-4k印〕1／2}

ここで

k=agPl＋叩g+Cp

L=ag(Fgv戸恥）一a1(Fgvg :---Fivg) 

L1=〔2(ag-a1)pgp1/p+C(agpg望 IPI)〕Vgl

狐＝〔ag切(F切―F心＋a加 (F巧―叩〕号＋〔が幽）咋―a1（疇gら〕

(48) 

(49) 

(50) 

(51) 

(52) 

(53) 

(54) 

M□ -a四伍＋門空(ag3Pg+a13PI-C必g叩）以 (55) 

密度波に関する安定条件は (J)I ::; ()である。 Lは矩形ダクト内層状流および気泡流に対しては附録Bの(B→8).
(B-19),(B-21), (B-22)および(B-29),(B-・30), (B-32), (B-33) の各式を用いれば

L= 1 
4ag凶H
(ag2入JPIm+a凸 gpgVg + fgtPgVg'l)：矩形ダクト内層状流に対して (56) 

L=―〔咋WaJPlm/De+al2入四gPgVg/D、!＋3/g1agpgVgt//(4rP)〕；気泡流に対して (57) aga1 

となり，矩形ダクト内層状流および気泡流においては L>Oである。 KとLは共に正の値であることを考慮す
ると安定条件は

-|LL1 -2KM叶豆 L行ー4KM2 (58) L 

この式は特徴として波数 kを含まない。この式に (51),_,(55)の各式を代入すれば

I (agp1＋叩g+Cp)Ca/（年）咋―叫訊）<lg〕一国（叩g＋象）（F町恥）

＋叫gPl＋亨）（F巧―Fivg爪 gl恥 (F的―Fiv/）-aAF巧―叩〕-1

叫 g叫 gPl＋叩g＋Cp)frag+〔（号）§噂g叩 gPl〕以（59)
この安定条件を矩形ダクト内層状流および水平気泡流のそれぞれに対して適用してみる。

まず，矩形ダクト内層状流に対しては (59)式は附録Bの(B-17)~（B-23)の各式を用いれば

咋叫PgPt（叫gVg望 g幻町）＋fglPg切ーPg)Vgt如／（a/At呻＋叩gpgVg+/gtPgVgt)

こふtg叫 (agPl＋叩g）(Pl-pg)gH-pgPlt、ロ (60) 
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この安定条件から密度波の長波長成分に関する安定のための必要条件は

(agPI+aIPg)（PI-Pg) gH/（pgPI) ＞V記 (61)

によって表され，重力が安定のための重要な因子であることが解る。相対速度Vglが大きい場合には (60)式の

条件が満たされず系は不安定になる。これはよく知られるヘルムホルツ不安定である。 (60)式から液相の壁面摩

擦は安定化効果をもつが蒸気相の壁面摩擦は二相境界摩擦と共に不安定効果をもつ。

(59)式の右辺の根号内の第一項に含まれる f’“g(＝-fr(f,l)の値は正であれば安定化に寄与する。そして

このことは密度波の非常に短い波長成分に関する安定性についても当て嵌まる((110)式参照）。これは G.B. 

Wallis12)の (6.82)式の説明と基本的に一致する。

参考までに平行平板間層状流において各種の摩擦や運動量交換を無視できる場合の密度波の長波長成分に関す

る安定性を附録Dにおいて， S.Chandrasekar16)が二次元の層状流に対して導いた散逸関係式を一次元の場合

に適用して説明する。

次に水平気泡流における密度波の長波長成分に関する安定性を考察する。 (59)式に含まれる各係数に対して附

録Bの(B-28)～（B-34)の各式の値（密度波に対しては r。=0としている）を代入すれば

1年 (agp1＋叩g+Cp)Gig+［％（叩g+立）伍一凶(agPI+
Cp 
2) (°g加I

:s;vgば（号）2這 g叩 gPI (62) 

ここで

Gig=〔（入四IPgVi＋わ咋Plof)／（2恥）＋3LIPgV話／（8rp)〕/

〔心 Q¢IPI町／De)＋叶(,:i四gPgVg/De)+3fi匹 gpgVg1/(4rp)〕
佑＝〔畑gal砂／Dげ 3KI叩 gVgl/（4rp)〕／
〔心（辰砂／恥）＋叶（入四gpgVg/De)I+ 3/g屈g.f)gVg1/(4rp)〕
ら＝〔入g叫 tPgVg/De+ 3/匹 gPgVg1/(4rp))/ 

因（辰砂／De)＋叶（入四gPgVg/Dふ 3KI叩 gVg1/(4rp)〕 （65) 

(62)式の適用例として大気圧飽和状態の蒸気一水水平気泡流に対して適用してみる。ボイド率ag= 0.1およ

び0.4の2つの場合を例にとる。 Mandhaneら13)の二相流流動様式線図を参考にして各相速度として町＝5m

/s, Vg =lOm/sを選ぶ。気泡流に対する二相境界摩擦係数としては次式3)を用いる。

んl＝且゜．68 7) + ~ 
Re 
(1 + 0.15Rep.) + 

1 + 4.25 X:ll04Re:-1.16 

(63) 

(64) 

(66) 

ここで

Rep = 
2p1rpVgt 

μJ 

rp= 
aWcrit 
2叩 gl2

(68)式に含まれる6は表面張力で， Wcrit は臨界 Weber数で気泡流に対しては1.24が用いられる。壁面摩擦

係数心およびんの各値は Moody線図からそれぞれ 0.021および 0.011とする。等価直径 Deは0.lm,

仮想質量係数 Cは0.5とする，，以上において与えた各式，各数値および蒸気表を用いて (62)式の左辺

を計算すなまず，（63),(64)および (65)の各式の値は，二相境界摩擦損失に比べて壁面摩擦損失を無視で

きるので，それぞれ（ 与
Vgl 

咋紐g'
(vi号 1,(vg号 1 となる。これらの値を (62)式に代入すれば

｝戸＋叩l(pg-p,)+Cagp I~亨望g叩gPl (69) 

(67) 

(68) 

となり，ボイド率咋が 0.1, 0.4の何れの場合もこの式を満足し安定である。この式は相対速度 Vglを湯には

含まないが壁面摩擦損失に比べて二相境界摩擦損失が十分大きいという条件のもとで成り立つ。

(399) 
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尚，均質流に対しては C=OOが用いられる。この値および Vgt=0を(48)式に代入すればcp=0，或いは(41)
式を用いて散逸関係式 w=kvが得られる。 W1 = 0であるので均質流は密度波の長波長成分に関しては中立安
定である。

次に二相流基礎方程式系(13)式～（17)式に含まれる音波の低周波成分の減衰特性を調べる。減衰係数が正ま
たは零であるならばこの方程式系はこの低周波成分に関して安定であると表現できるだろう。音波の伝播特性を
求めるために(45)式から複素波数Kに対する散逸関係式を導く。その際，一様定常状態における各相速度は共に
零とする(7)'・ 19)のP4)。各相速度に関してはそれらの摂動分のみを考慮する。この手続きによって矩形ダクト内
層状流および水平気泡流に対しては (45)式に含まれる Fa1>,agFgvg十凶Flvgおよび咋FgV/＋凶Ftv1はすべて零に
なる。また，水平二相流においては(aぶ）“g=0である。
(41)式によって¢は wに置換える。液相は非圧縮性と仮定するn更に低周波数においては蒸気一水二相流系
は熱的平衡状態にあると見倣すことができる。これらの手続きおよび仮定を用いて(45)式を展開すれば
叩fPgPl2TS介a因—{Pgg(E戸如霞）如 (FgvI―恥）況(Fゲ尻）一 i(agPI＋疇＋Cp)wJ
叫叩むげ〔Pg(f%―pggH)戸（→g―PggH)（F叫―尻＋iCpw)〕w}k2 
-〔aIPl(FgVg-Flvg）一叩g(FgV'l-Fl叫〔切ーPg.）（叩心—叩g訂gsげ＋ agPIPg*Es/〕 4
-i{ a1p1Ts • agPIPg* 〔aIPI(F巧―叩— agpg(Fg!.'.［恥）〕＋叩ぶpi-pg)(pgp1+ C炉）ら
-(pgp1+Cpり〔agPlPg*Hgl祠g(p1-pg)岱g*TiS〕伍｝か＋agPIPg*•a1年（pgp1+C炉）砧＝ 0 (10) 

この式においては層状流に対する蒸発率 rgに関する効果は無視している。
この式から得られるKの解の虚数部は矩形ダクト内層状流および水平気泡流における音波の低周波成分の減衰
係数係数7Jを与える。

具体例として水平気泡流において角周波数 w→0における 7Jを求める。この場合には附録Bの(B-34)式
から hag=o であるので(70)式はKに関する2次方程式になり，その解の虚数部が低周波数における 7Jを与え
る。その虚数部において W→ 0 とすれば次式になる。

lim7J=+ 
ーし2|QS-qR|

(11) 
o-0 2Q打頁町
ここで

Q=pgpJ〔がF切― FIv/)-a1(F釘g―Bvg)〕Es1 • •四

q =pgp1{ a1p1Ts如 (F切―馬）m （F釘g-Fi叶 (oCgPI＋叩g+Cp)恥｝ ⑲ 

R=〔aIPl(F巧―尻）這gPg(F切―B辺〔（p亡 Pg)(aIPlrgP望 gpgS汀 gsl)TS耀 gPIPg*Es1〕閥
8 = a1p1Ts{agPIPg＊厄IPI(F巧―叩— a叫誓切＋伽ーpg)(PgPI+c刀）叫 四

-（PgPI+ c炉）〔~gPIPg＊加＋叩g(g-pg沿＊Tりrgs1(l6
(71)式の右辺の複号は上からそれぞれ正，負各方向に伝播する音波に対応する。 (71)式の導出に際してQ=O
および R=Oと仮定している('(72)~(J6)の各式に附録Bの(B-39),(B-40),(B-42),(B-43)の各式および熱的
平衡を仮定して得られる附録Bの(B-7), (B-9), (B-13)の各式，さらに蒸気相を理想気体と仮定して得られ

る関係式 ＊＝ （ 1 Vgl Pg Pg --― 
P Hgt 

), Sg*= _g!IgV“ （巳伍＿
HglHgl 
+ 1)／（謬）らを代入すれば

Q=-
叩 (a坪 g四＋r。）r。

四叫 IVggp

q = Pg Ptに(agpg匹＋r。）Ts+(agpt＋叩g+Cp)~年。〕『8咋 Vg1C1P

R= pHglr。(agPg四＋r。） {(prPg)V骨 叩Hgl
叩心Cだ Hgl 

叩 1T⑰ +ag(pgTsら＋P）〕虹gpgp1Ug1}(19)
Vgl 

(400) 
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(pgp1+C炉）H試o “.PgPI 
VgIQP 〔ー『U ＋

vgl Hgl 
gl ag(p,I.-pg)一心炉Cvg+P-―〕•加 Vgl)

〕Ts,-〔aIPI(Pl-pg)（pgPI+c炉）H江 o+PgPI2p(agPg即＋m）Ugl - ← ” .  p •.. 

ここでUgI=Hgl-PVglであり蒸発に伴う内部エネルギーの変化を表す。 Hgt, Vgt, r。およびFがの記号説明は
記号表にある。 (77)~(80)の各式を(71)式に代入して整理すれば

li 
-aIPlvgl事g2aIPg2叩 Hg/2（岱gl2打匹心V切P)-pT⑰ (agPg匹＋r。）P2叫 Ug/-pT心Vgl)|

躙＝＋ m（叩g匹＋r。）PHg/3心叫U記＋pT心V記P)／P 8l) 
d 

ここで;Cv= (agpgCvg十aIPIQ)／p ,C ~ 曹冑． ． ’ 

8l)式は正方向の音波に対しては正の値である。従って角周波数0→0における音波の成分に関して基礎方程式系
は安定である。

釧式の数値例として圧力 0.69MPa,ポイド率ag=0.1の蒸気一水飽和の水平気泡流を取上げる。気泡半径 rp
= 0.5国と仮定する。その場合の右辺の各常数の値を附録c ' ， 

BlIBBLY 
に示す。結果は lim7J=1.5 x 10-3必m-1となる。 STEAM-WATER MIXTURE 

a>• •O P=0.69MPa 
一方，蒸発率rgに関する効果を考慮しない場合（その他 a,g=0.1 

は上記と殆んど同じ条件）における刀の計算結果はB,．N. ,r =O.Smm 
p‘  
r =O. 

Hannaら14)によって Fig.1に示されふ両者を比較すると， 3 § 
a =（ap /3P) -1 

(1)→0においては祖共に必に比例することからそのがの値 2 gs g sg 

は蒸発率に関する効果を考慮した場合にはそうでない場合に

比べて 4X 105倍程度大きいと予測される。尚，上記の計算
例においては (77)式および(79)式のQおよびRはそれぞれ

負および正の値であり，先に示した (71)式に含まれる仮定は
妥当である。

,,．． .s = ：・
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2. 2.2 長波長および低周波数の摂動の伝播速度について

本項においては層状流および水平気泡流における密度波の

長波長成分および音波の低周波成分のそれぞれの伝播速度を

求める。 10 1-1 I 11 1 I 3 I ・ I 5 , 10 10 10 10 
まず，密度波の伝播速度(J)R/kを求める。矩形ダクト内層 FREQUENCY W 

状流に対しては (50)式に含まれる係数M心附録Bの(B-17)Figure 1 Dispersion and Attenuation vs. Frequencf4) 
~（B-22)の各式を用いて表せば

7
0
 

ー

M戸 Vg/ 〔33
佃 g叩 H 咋 Pg(AIPJVJ)-aI PI（如gVg)+（崎g-aふ）如gVgi〕

この式および(51),....,(53), (55)，附録Bの侶ー23)の各式を (50)式に代入すれば

匹叫—幻PgP/VgJ
下＝〔v― (am+aIPg)p〕

{({-（占）2＋屈疇gPI十如g)（Pl―Pg)gH-PgPlv記〕｝2
土 1
,J百k(agp1+a1pg)

＋炉｛年〔 2
4H 
PgPI（叩gVg噂 g狐）＋j如g(g-Pg〕｝

(L 2 1/2 

2 
--） ＋K2a叫 (agp1＋叩g）切ーpg)gH・-pg叩 g?〕}

10 
,7 

(82) 

½\ 

(83) 

ここでLは(56)式に示される。 vは二相混合流の平均速度で(42)式に示す。(83)式においては仮想質量係数C=Oとして
ある。 (83)式は矩形ダクト内層状流における密度波の長波長成分の伝播速度を表す。特に Vg1=0 の場合には

(83)式は次式になる。

(401) 
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この式に含まれる条件のうち，前者は壁面摩擦の効果が，重力が液相に及ぼす力の効果に打勝つほどkHの値が
小さい場合を表し，後者はその反対の場合を表す。

また，波数 k→0における伝搬速度は (83)式から

lim (竺-）＝ V- （咋況）PgPIVg/ 
K..o k (agPI+aIPg)p 

本節においてはag＜凶の仮定を用いているので(85)式の右辺第二項は正の値である。朗式から矩形ダクト内層状
流における密度波の波数k→0の成分の伝播速度は液相速度v,と速度牝との間にあることが解る。
次に水平気泡流における密度波の長波長成分の伝播速度を求める。 (54)式のM1の値は附録Bの(8-28)～（B-
33)の各式（密度波に対してはr。=0としている）を(54加式に代入すれば

Vg/ ． M戸心IPIV戸／（2恥）＋似gpgず／（2De)＋ （ aら（徊IPIV心）—峰（位gpgVg/加〕a四IP'•

+3〔露g切—心）
叩

+1〕加gVg11/(8rp)
この式および(51),.....,(53),(55)，附録Bの(B-34)の各式を(50)式に代入すれば

砥＝kv-
k〔叫—叫gp,+C（叩g-叩）p/2 〕 vg/
叫心IPg+Cp)p

{-（賛疇）2泣 gaIPgPI〕咋I2}2 訟

土汀叫Pl:aIPg+Cp)｛(
＋嘩叫号）炉砂g辛疇-Ug尋 Pl+aIPg+cp沿｝2)

(85) 

(86) 

-（冒王〔（号）2- 〕｝1/2
2 

agdIPgPl 

ここでLは(57)式で表される。そして
¢g=F巧―尻＝一〔伯vg/De+3珈 gVg1/(4叩）〕
ル1=F珂―翫＝入IPI加⑪＋ 3/gtPgVg1/ (4叩lrp)1

凡＝土
aga1 
畑(a品）が噂g（姻）ag〕

-1 
＝ー一〔（叫gP討＋叫1/J1Vl) /'(2De) + 3fg1/JgVgi2/'(8rp)〕屯ag

気泡流においては 2.2.1項においてすでに述べたように，通常二相境界摩擦力に比べて壁面摩擦力は無視できる。
(57)および(88),...,(90)の各式において壁面摩擦項を無視した結果を(87)式に代入すれば次式を得る。
匹〔（ag逼）PgPI+C(agPg望 IPI)p/2〕- ＝ V -
k (agPI＋叩g+Cp)p Vgt 

土 3砂→ ［（｛ー＋＋炉（瓢膚い這g叩gPI〕｝2
4v'2砂g叫 gPl＋叩g＋Cp)rp̀ ＋炉（翠2〔叫I畑ーPg)+臼-a立—詈(agPI＋晒＋Cp) 〕 2)

(402) 

{87) 

(88) 

(89) 

(90) 

½ 



1 4凶乃 2 Cp 2 1戊
--＋が（―-一）〔（
4 3f 

-）-
glPg 2 

agalPgPI〕｝

この式は水平気泡流における密度波の長波長成分の伝搬速度を表す。特に波数 k→0 においては

lim戸）＝ V -〔（ag頑）pgPI+c (agPg-aゅ）p/2〕vgl
k-O K (agPI+amg+Cp)p 

15 

(91) 

(92) 

この式の右辺の値は各相速度町と Vgの間にある。仮想質量係数 Cは気泡流に対しては 0.5以上が用いられる。
この式において C=O (分離流に適用）とすれば(85)式になる。

次に水平気泡流における音波の低周波成分の伝播速度を求める。 (70)式ば既に述べたように水平泡流に対して
はKに関する 2次方程式になる。その式からKの解を求めるとその実数部知は次式になる。

kR 
w _ (QS-qR) w =-;=十 |QS-qR| lQ1坪詞ぷQR)2十十(QS-qR)2c.J (93) 

ここでQ, q, RおよびSはそれぞれ(77),,..._,(80)の各式で表される。 (93)式を導くに当って(71)式の場合と
同じように Q<Oおよび R>O と仮定してある。 2.2.1項において述べたようにこの仮定は妥当である。
(93)式から角周波数ぽ→0における音速を求めてみる。 (93)式のQおよびRに熱的平衡を仮定して求めたun
式および(79)式を代入してo→0とすれば次式を得る。

2. -112 

lima ＝士｛agp〔ー（
1 / U gt ¥ 2, pCvT5 f V gl -） ＋--- l 

w-0 
(）〕iP Hgl 屯 HgI

(94) 

この式はR.C.Mecredyら7)の(20)式と一致する。(94)式を用いて2.2.1項において用いた例題，即ち圧力0.69MPa,
ボイド率屯＝ 0．1の蒸気一水飽和水平気泡流について附録Cに示す各常数を用いてo→0における音速を求める
と6.7m/sである。一方，蒸発率rgに関する効果を考慮しない場合（その他は上記と殆んど同じ条件）における
計算結果はB.N.Hannaら14)によってFig.1に示され，大体lOOm/sである (Fig.1においてagsは気相の断熱
的音速であり，その値は 486m/sである）。両者を比較すれば蒸発率凡に関する効果を考慮した場合には，そう
でない場合に比べて0.07倍程度になることが予測される。

2.2.3 非常に短い波長の摂動に関する定定性と摂動の伝播速度について
非均質二相流基礎方程式系はそれに含まれる密度波の非常に短い波長成分に関して非物理的不安定になりうる
ことはよく知られている5)6) 15)。本項ではこの密度波の非常に短い波長成分に関する安定性並びに音波の非常に

高い周波数成分に関する安定性を線形安定性解析によって求める。更にこれらの波の成分の伝播速度を求める。

非常に短い波長の摂動に関しては(43式は次式に簡単化される。

pg(<p--k ―aIPI Vgl) 屯Pg*(¢-KaIPIVgl/p) -kag舷

゜ ゜
p 

(p,-pg)<p ＋K写~gl- 〔叫＋p/'）＋叩g* 〕 <p ka砂g ka1p1 

゜+k(aIPI(agPg* ＋aIPI’'） 

-a逆IPgPl'〕Vgl/p

kf rag• 

゜
-（p社 Cp)¢ (p,+ Cp)<p 

゜
I =O 
(95) 

+ k(a1p1-CoigP)号伶I + k(agpg-Cctゅ）ーPlVg/ p 
-K(aJ玲―/JggH) k -agPg(¢-k -dIP-I Vgl) -aIPl(<p＋K ―agpg Vgt) 

゜
p p 

゜
agPgSg*Ts(¢-KaIPI一Vg/） 

゜ ゜
a1p1T5(<p+k ―agpg Vg1) 

p p 

この式を展開すれば
2 II 

(cp＋紐gPgVglん砂＋K
){ 〔pgPI(agPg-aIPI)-aIPI十叩g(agOIPg*＋aIPgPI’)-aIPgPlPl叫

PgPI+Cp2 agPIPg* ＋叩g(pl'+p/＇） P 

-K2a厚ー
麟〔2(％逼）PgPI+C(agPg望 IPI)p-2a四I2PIPg*（ル％―PggH)〕Vgi¢

(agPI+aIPg→-Cp)P 

(403) 
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＋ 
k如a四如 3 

g・ 約a戻Ii尽pg+al切＋a四JPIPg*（f匹g-PggH)／Pg -Cag叩〕PgPJ~,.2 
Vgi2 }= 0 

%PI+aIPg+Cp (agPl+aJPg+Cp)p 
2'  

(96) 
ここで

a許＝
(ctgp1+ct1pg+Cp)p. ? 

am'、 （97)pgp1+Cp2 

2=  
PgPI 
am.  (98) 

〔cigPIPg*+ct1pg(P[＋が）〕p
叫ま定常状態における各流動様式の音速である。 C=＝（)とすれば層状流における音速になる。
(96)式に

万＝¢／(K心 (99) 

加＝Vg凶む (100) 
を代入すれば

噂＋叩；；glん）｛q;4+～4 〔（叩g-aIPI)PgPI 叩 g(agPIPg*＋叩gPI'）- a12PgPlPIII丙1~3 
-aIPI+ 

• PgPI+Cp2 agPIPg* ＋amg(p[ ＋PI’'） 
)-¢ 
p 

-cp — ～2 〔2(ctg-ct1) pgp1+C(ctgpg-ct1p1)p-・ 2ct四I2PIPg*（介ag-PggH)〕~～ 

(ctgpg +ct1Pg +Cp) p VgJ <p 

＋ 
a四f匹g 〔％加＋a加＋a四？PIPlg*(圧 -pggH)/pg-Cctg叩〕PgP’~2 
心(ctgPI＋叩g+Cp) - (agp1+ct1pg+Cp)p2 

Vg1 } = 0 

この式の声の近似解はVg1=o として得られる。その結果として
¢1,2,3号 0

<p4,5与土1
或いは(41),(99)の両式を用いて

切，2,3号 kv

四， 5与k(v土ac)

さて，上で求めた近似解を参考にして(101)式の解を求める。この式の 1次因数から直ちに

%Pg ~ 

¢□-― VgJ 

或いは (41),(99)の両式を用いて

(t)1 = k(v 
agpg 

p 
Vg1) 

=kv1 

(101) 

(102) 

(103) 

(104) 

(105) 

(106) 

・ (107) 
この散逸関係式は低周波数における (47)式に対応し，液相エントロピーの摂動の非常に高い周波数成分の伝播特
性を表す。

さて，基礎方程式系(13)式～（17)式の非常に短い波長成分に関する安定性は附録Eの(E-4)式に示すよ
うに，この方程式系の特性根入と次の関係がある。6)

l.im|入―l-k/W|＝0(E-4)K→OO 

そして特性根入の実数部および虚数部はそれぞれ波の非常に短い波長成分の伝播速度および時間的な成長を表す
ことはよく知られている。液相エントロビーの摂動の伝播特性に関しては，（107)式からk／叩＝入11=v戸は
実数であるから液相エントロヒ°ーの摂動の非常に高い周波数成分（非常に短い波長成分）に関して基礎方程式系
は安定である。そして液相速度町はこの成分の伝播速度である。 ~ 
(102)式の近似解から(107)式の解の他にまだ2個の大きさが1に比べて遥かに小さい解％，3があることが
推察される。そこで，（101)式の4次因数において万の3乗以上の項を無視すると次式を得る。

(404) 
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(agp1+a,pg+Cp)pず＋ 2((ag辺）PgPI＋号（agPg-aIPI)p-aげI2PIPg*(伝 -pggH)〕p元ぷ

―万岱lP2伍＋ （a凸＋al3PI+a叫 Pli心(f的― p犀I)／pg-Cag叩〕 PgP匂＝0 (108) ac 
この式に(99), (100)の両式を代入すれば

2k. C 叫心IPg+Cp)祈＋ー (ag辺） pgPI辺 ga?PIPg*（f匹―PggH)＋了（叩g-aIPI)p〕晒p 

k2 
ー-:i{叩屈f叫―〔咋沿＋a加＋岱応＊（fyag-PggH)／pg-C咋⑮〕/JgfJIVgr}= 0 (109) p 

この式は密度波の長波長成分に関する散逸関係式(48)式において各種の摩擦，運動量交換および体積力等に関す
る効果をすべて無視した式に一致する。但し，（48)式では蒸気，水各相の非圧縮性を仮定しているが(109)式で
は圧縮性の効果を含む。しかし，この効果は(111)式に関して説明するように殆んど無視できる。そして非常に短
い波長においては上記の摩擦，運動量交換および体積力等に関する効果は無視できるので(109)式は結果的に密
度波の非常に短い波長に関する散逸関係式であることがわかる。 (109)式の解を(41)式を用いて表せば

k 
m=K  v + ｛〔（如叫gPI十旦(aIPl辺 gf)g)p＋岱I2PlPg*(fllag-PggH)〕旦(agPI＋叩＋Cp) 2 p 

土占叫gPI十⑮g)伝＋（會）2v訪ー叩Ig{Pg這 PlPg*(伝 -PggHX咋 gPI+aIPg)-2(a1噂 g屈〕戸｝叫
(110) 

この式を(43), (44)の両式を用いて書換えれば

W2,3= k(V士A)
ここで

(111) 

{a伍＋a砂IPlPg*（ふg-PggH)/p〕-tC足2屠＋ ｛ag切一a/2PIPg*（介ttg-pggH)/p〕十Cp/2}VI
V= 

(agp1+ct1pg +Cp) 

叩 I(agp/ +a1pg) fvag + 
A2=  

Cp ¥2 
〔丘）辺galiPgPI〕咋I2

(agp1+a1pg+Cp) 

(112) 

(113) 

(110)式の根号内の圧縮性効果を含む項はそれを含まない項に比べて十分小さいので(111)式においては無視し
ている。

(111)式を用いて矩形ダクト内層状流および気泡流のそれぞれについて密度波の非常に短い波長成分に関する安
定性を調べる。まず，矩形ダクト内層状流においてはJ;agの値として附録Bの(B-23)式仮想質量係数Cとし
ては零をそれぞれ(111)式に代入する。その結果

(agp1+a1pg)(p,-pg) gH <pgp1燿 (114)

の場合には(111)式から得られる一四立（＝入 ， ）は複号の虚数部を含み基礎方程式系は不安定である。また，
k 

2.3 

気泡流においてはfeag=0であるので

（ 
Cp ¥2 
ー） ＜ 
2 
agaIPgPJ (115) 

の場合には (111) 式は複号の虚数部を含みやはり不安定である。尤も，（115) 式は C~l の場合には ag, aパ何
れも零ではないと仮定している）， /Jgおよび/JIの各値に関係なく成立しない。
このような密度波の短波長成分に基づく基礎方程式系(13)式～（17)式の不安定は非物理的不安定である。そ

(405) 
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a / 8Va 
の理由はこの基礎方程式系に二次の微分項，例えば粘性項ー｛胆一ー）或いは二相境界に働く表面張力項なax \,-~ax 

どを補足することによってこれらの短波長における不安定を取除くことができるからである。これらの項は短波

長において大きな値になるが長波長においては無視できる。 (114)式に含まれる (Pl-pg)gH(＝f匹g)および

(115)式に含まれる仮想質量係数Cはそれぞれ矩形ダクト内層状流および気泡流における密度波の短波長におけ

る基礎方程式系の非物理的不安定を抑制する効果をもつことが解る。このことに関連して，既に述べたように

(60)式の右辺の根号内の (Pl-p/) gH (＝feag)は矩形ダクト内層状流に起りうる長波長の物理的不安定（ヘ

ルムホルッ不安定）を抑制する効果をもつ。実際に基礎方程式系を数値解法によって解く場合においては上に述

べた非物理的不安定（初期値問題として不適切）はその差分方程式系に表面張力項或いは陰または陽に人工粘性

項を補足するなどの数値技法を用いて解決される。附録Aにおいては RELAP5/MOD1コード3)に含まれる差

分方程式系に用いられる人工粘性について説明してある。

矩形ダクト内層状流および気泡流における密度波の非常に短い波長成分の伝播速度は(111)式から求めること

ができる。即ち，

((t)R)2, 3 

k 
(=AR) 2'3 =V  ; (114)式または(115)式が成立する場合 (116) 

Ct) 

干 (=.-l2,3)= V土 A;(114)式または (115)式が成立しない場合 (117) 

ここで，仮想質量係数Cおよび係数ff<I,g．の各値には矩形ダクト内層状流に対してはそれぞれ零および(p1-pg)gH

（附録Bの(B-23)式），気泡流に対してはそれぞれ0.5以上および零を用いる。

最後に(103)式の近似解から大きさが1に近い声の2個の解があることが推察される。 (101)式の4次因数に

おいて 17PI号 1と見倣すと常数項は無視できて次式になる。

～3 〔叫g-d,IPl)PgPl ％叫gPlPg*＋ d,IPgPl' ）—吻gPlPI” 和 2
<p + -、.-，~

一凶PI+
PgPl+ c仕 d,gPlPg*+ aIPg(Pl'+Pl"） p 

〕一¢—¢

-〔2（ゲ叫gPI+c(d,gPg—d,IPl) p -2dga12’PIPg*（伝—PggH) 〕～
Vgt= 0・・ • (118) 

(au Pt +a,pg + C,o),o 

この式の大きさが凡よそ 1の2個の解は

和＝YVgl土 1
ここで

叩 g(Pl+Cp/2)-d,IPl(pg+Cp/2) -d,四l2PlPg*（hag―pggH)
Y= 

(agp1 +a,pg +Cp) p 

am 

2 (pgp1+C炉）
{（aIPl一如1g)(2pgp1+Cr})(agPIPg*＋叩gPl'）／（PgPl)

＋碩(3d,lPl這 gPg沿＋2Ca屈〕Pl”}

(119)式においてはVg1の2乗以上の項は無視してある。

(119)式に(41),(99)および(100)の各式を代入すれば

(119) 

(120) 

叫 5=k(v士a叶 YVgJ) ・ (121) 

この式は矩形ダクト内層状流および気泡流における圧縮性波(compressibilitywave) 1 2)の非常に高い周波

数成分に関する散逸関係式を表す。この式については (107)式に続く説明から解るように且釦且（＝入 4,5)は実
k 

数であるから短形ダクト内層状流および気泡流における圧縮性波の非常に高い周波数成分に関して基礎方程式系

は安定である。そしてその周波数成分の伝播速度は (121)式から

(406) 
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予＝入 4,5= V +YVgt土ac (122) 

本項で求めた非常に短い波長の摂動に関する散逸関係式((107),(111)および(121)の各式）はすべて基礎方

程式系(13)式～（17)式における時間および空間に関する微分を含まない項，即ち右辺の非同次項の影響を受け

ない。従ってこれらの項は基礎方程式系の初期値問題としての適切性には関係ない。

3. 実際の加熱二相流系における密度波および圧縮性波について

実際の二相流系において起りうる二相流の不安定にはよく知られているように静的および動的な不安定があ

る9),1 0), 1 7), 18), 2 0)。前者は定常状態における法則によって説明できるもので，流れ逸走 (Ledinegg

不安定），フローパターン遷移不安定 バンビング ，チャギング，ガイセリングなどがある。一方，

動的不安定には密度波振動，音波振動，圧力降下振動などがある。動的不安定の特徴はその機構が二

相流体の慣性と，擾乱のフィードバック効果に基づくことである。系に加わる外乱の影響は大雑把に

云って二種の波，即ち密度波および圧縮性波によって系の他の点に運ばれる。これらの波の伝播速度は有限であ

るからこの輸送にはある時間を要する。従って外乱の影響はある時間を経て最初に外乱が加わった点にフィード

バックされる。そして新たな擾乱を誘起する。そしてその擾乱がある条件（振巾および位相ずれ）を満たす場合

には自励振動に発達する。

密度波振動は Fig.2に示すような加熱

器と出口絞りを有する配管および給水タン

クからなる系などにおいて観察される。

Fig. 2において入口圧力PIと出口圧力Pe

は一定とする。加熱器の蒸気発生率も一定

とする。さて，定常状態において流量の統

計的な変動などが原因で出口絞りの圧力降

下が急に僅か減少したとする。出口圧力降

下CP"一B)におけるこの減少は圧縮性
波の伝播速度（気泡流部分の伝播速度は， 17) 

(122)式で表される。但し，この式は一様
Fig:. 2 Simplified system f1or density-wave type oscillations. 

定常状態(2.2節参照）において与える摂動から導かれるので加熱部気泡流に対しては近似値を与える）で殆ん

ど瞬間的に入ロへ伝播されてP。は減少する。その結果，入口流量は僅かに増加して前よりも密度の大きい密度

波が沸騰境界から出口絞りに伝播する。その結果，出口圧力降下は僅かに増加し (PI―P。)は減少する。それ
故，入口流量は僅かに減少して前よりも密度の小さい密度波が沸騰境界から出口絞りへ伝播する。出口絞りの圧

力降下の僅かの減少は圧縮性波の伝播速度で始んど瞬間的に入口に伝わり入口流量は僅かに増加する。このよう

にして振動の1周期は大きい密度と小さい密度の各密度波を1つづつ含む。 Fig.3に密度波振動のブロック線図を示す。

P1(Conslont) 

I 
Pe (Constant) HEATER P。 SUPPLY 

TANK 
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ElfNiiltion Press. Drop 

Moment, Press. Drop 
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FIG. 3 Pure density wave oscillations mechanism: 
20) 
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上で述べた密度波の伝播速度は（91)式または(117)式によって表される。二相流系における各種の摩擦，運動

量交換および体積力等に関する効果を無視できる場合には(117)式で表され，そうでない場合には（91)式で表

される。但し，（91)式および(117)式は一様定常状態において与える摂動から導かれるので加熱部気泡流に対し

ては近似値を与える。

4.結論

軽水原子炉系の熱水力過渡特性や配管破断の想定事故などの解析に広く用いられている RELAP5/MOD1

コードに用いられている一次元非均質非平衡二相流基礎方程式系を基本的に用いた二相流基礎方程式系(13)式～

(17)式の線形安定性解析を行い，その結果を矩形ダクト内層状流および気泡流に適用した結果，次の事柄が明

らかになった。

1)矩形ダクト内層状流における密度波の長波長成分に関する二相流基礎方程式系の安定のための必要条件は

次式で表される。

(agPI＋叩g)(p1-pg)gH/(pgp1)>vgl ・ (61) 

この関係式は蒸気ー水の相対速度 Vglが大きい場合には満たされない。つまり系は不安定になる。これはよく知

られるヘルムホルッ不安である。その場合において液相の壁面摩擦は安定化効果をもつが，気相の壁面摩擦は二

相境界摩擦と共に不安定効果をもつ（（60)式参照）。（61)式は非常に短い波長成分に関する系の安定性に関して

も適用できる。その場合にはこの式は安定のための十分条件である。そしてこの条件式が満されない場合の不安

定は非物理的不安定である ((114)式参照）。

2)水平気泡流における音波の非常に低い周波数成分に関しては二相流基礎方程式系は安定である ((71)式参

照）。

3)矩形ダクト内層状流および気泡流のそれぞれにおける音波の非常に高い周波数成分に関しては二相流基礎

方程式系は安定である ((121)式参照）。

4)蒸気一水水平気泡流における密度波の長波長成分に関しては各相の壁面摩擦損失が二相境界摩擦損失に比

べて無視できる場合には二相流基礎方程式系は安定である（但し，大気圧飽和状態においてctg<0.5の場合）。―

方，非常に短い波長成分に関しては

Cp 2 
（一) <a四IPgPI (115) 

の場合には系は不安定になる。これは非物理的不安定である。尤も (115)式はC（仮想質量係数） ~1 の場合に

はag,a1（何れも零ではないと仮定している）， Pgおよび PIの各値に関係なく成立しない（気泡流に対しては

C> 0.5が適用される）。

5)蒸気一水水平気泡流において角周波数 (JJ→。にぉける音波の減衰係数は圧力0.69M巳’ボィド率屯=

0.1の飽和状態において蒸発率rgに関する効果を考慮した場合には，そうでない場合に比べて 4X 105倍程
度大きいと予測される。

6)矩形ダクト内層状流における密度波の長波長成分の伝播速度((83)式）を求めた。

7)水平気泡流における密度波の長波長成分の伝播速度（（91)式）を求めた。

8)矩形ダクト内層状流および気泡流における密度波の非常に短い波長成分の伝播速度((117)式）を求めたc

9)矩形ダクト内層状流および気泡流における圧縮性波の非常に高い周波数成分の伝播速度((122)式）を求
めた。 ・

本研究において検証したこと

1)二相流基礎方程式系の特性根はその系の非常に短い波長の摂動に関する系の安定性と等価であることを検

証した（附録F参照）。

以上の研究結果は一次元非均質二相流基礎方程式系に生じうる物理的安定性および非物理的不安定の問題につ

いてのいくつかの知見を与える。

一次元非均質二相流モデルを用いた熱水力過渡特性解析コードを作成したり改造したりする場合にはこれらの

知見を前以て把握する必要がある。それによって適切な差分方程式系を作ることができ，数値実験において生じ

(408) 
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るかもしれない不安定に対する適切な判断ができる。

本研究を遂行するにあたり有益なご助言を頂いた原子力船部（現大阪支所）綾威雄主任研究官に謝意を表します。

附録A 非均質二相流差分方程式系の適切性について
非均質二相流基礎方程式系の非常に短い波長の摂動に関する非物理的不安定（不適切）は既に述べたように粘
性項或いは表面張力項などの二次微分効果を加えることによって取除き初期値問題として適切にすることができ

る。

さて，非均質二相流基礎方程式系の初期値問題を解くために用いられるその差分方程式系は適切でなければな
らない。そのために人工粘性などを陽に加えたり，数値解析上の工夫によって陰に人工粘性が加えられるように
する場合がある。本研究において参考にした RELAP5/MOD1コードで用いられる差分方程式系は後者に該
当する。加えられる人工粘性項などは物理的に意味のある比較的長い波長の振る舞いを抑制しないように選ばな

ければならない。

RELAP5/MOD1コードにおいては二相流差分方程式系を適切にするために次のような工夫がしてある叫
即ち，特定の空間微分項に対しては新しい時刻における陰解法を用い，質量流束とエネルギー流束の両項につい
ては，それらに含まれるスカラー量には以下の (A-1)式で示される上流側の値を用いる。運動量流束につい
ては，運動方程式におけるその保存形はそれに含まれる Va2に対して(A-3)式および(A-4)式に示す上
流側の値を用いると以下に導くように結果的に Va2の勾配に対する中心差分近似項と陰の人工粘性項の和で表

される。

RELAP5/MOD1コードの二相流差分方程式系においては，まず連続およびエネルギーの両方程式について
はFig.A.1において X座標に関してXjから Xj+lまで積分して得られる。一方，運動方程式については
XKから XL まで積分して得られる。ここで，

窃功＋1などをジャンクションと呼び， K,L 

などをボリュームまたはセルと呼ぶ。 XK ぷL

などはボリュームK,Lなどの中心を指す。

各ジャンクションにおける質量流束項および

エネルギー流束項のそれぞれに含まれるスカラ

ー量は次式に示す上流側の値;を用いる。

1 lvl 
¢ =-（伽＋仇）＋ー一C¢K―仇），2 2 v 

v~O (A-1) 

ここで，¢はボリュームの平均スカラー量であ

Junction 

I VQ  I瓦X,U

Mass and erie;-gy control volume 
9 人 、

I.  I 

--い-T二←―-ロニ¥ • Y ノ

I 
j -1 j+l 

Moment.urn control volume 

り， Vは適当な速度（蒸気相又は液相）である。 Fig.A.l Difference equation nodalizat~on schematic 

運動方程式(3)式および(4)式の左辺第2項の対流加速項はこのコードでは次式で近似される。

1 紺 (aaPa)i( 
- aaPa―号、（が）L -（が） K〕 (A-2)2 8x 24Xj 
ここで， （；a2)Kと（；げ）L は Fig.A.1に示す運動方程式を適用するボリュームの境界互とm のそれぞ
れにおける量である。ジャンクションにおけるスカラー量に対して (A-1)式で表す上流側の値を用いるのに
倣って， （；げ） K と（；げ）L に対しても次式で表す上流側の値を用いる。

1 | （vふ I
（；訊入＝―〔(va2)j-1+ Cva2）月十一 〔（v足）j-1ー(va2)月 （A-3) 2 2 (vふ

1 I Cva)L I 
（匂）戸一〔（v凸＋（va2)j+I)＋----〔（VE)j-（va叫〕2 2 (vふ (A-4) 

(A-2)式に (A-3),(A-4)の両式を代入すれば

(409) 
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1 8が (aaPa)j. |（%）L| 
aaPa 号
2 8x 
- -- {（叫）j+l- (V、 2い＋〔（V凸—(vげ）j+l〕

44 xi （ル）L

I(V、M
(Va)K 
〔vi)j-lー (Va2乃〕｝

ボリュームKおよびLの平均速度およびその2乗はそれぞれ次式で求められる。
(Va)K =〔（%）j-1+(Va)月／2, (Va)L =〔（四）j+Cva）が1〕／2
（止）K＝〔（が）た1+ (Va切〕／2, (止）L=〔(v点）j+(正）j+l〕／2 
(A-5)式に (A-6), (A-7)の両式を代入すれば
1 8vげ (aaPa)j 1(aaPa)j 
-aaPa -与
2 8x 24x. 

〔（元）L ― (Va2)心一—
2L1Xj 
(VISA)j 

(A-5) 

！ヽ、ーノ

6

7

 

-．一
A

A

 

（

（

 

(A-8) 

ここで

(VISA)j= lvak〔（Va)j+ 1ー（Va)j〕-IVa I 1<〔(Var)jーCva:）｝一1〕（A-9) 
(A-9)式は文献 3)の(233)式および(234)式に対応する。 (A-8)式から解るように， この式の左辺の運
動量流束は差分式ではその中心差分近似項と人工粘性項（第二項）の和で表される。

RELAP5/MOD1コードの二相流差分方程式系の適切性と精度は数値実験によって確かめられた。

附録B 矩形ダクト内層状流および水平気泡流における(31),(32)および(33)の各式の値
二相混合流単位体積当りの蒸発率 rgの構成方程式としては R.C. Mecredyと L.J. Hamilton7)が運動学
的理論から求めた式を用いる。彼等は，液相は速度V1，温度叩で蒸発し，凝縮は Vgおよび Tgで起るとして，

蒸発と凝縮が共存している式をたてた。彼等によれば，二相混合流の単位体積当りの蒸発率 reおよび凝縮率 re
は気泡流に対してそれぞれ次式で表される。

3ce屯 Pド
re= 
rp冨 J可
3cc屯 P

re= 
rp冨冨

ここで， pドはT1に対応する飽和圧力， Pは圧力，そしてRはガス常数をそれぞれ表す。本報では，彼等に倣
って，蒸発係数ceと凝縮係数Ceは等しいと仮定する。即ち，

(B-1) 

(B-2) 

ce=cc=c 

rgをreおよびreを用いて表せば
I'g =re -re 
この式は熱的平衡状態においては

rg= 3c ag (PIS-P) 
rp,J盆 RTS

(B-3) 

(B-4) 

(B-5) 

となり値は零である。

(31)式の各係数は (B-5)式をag,PおよびS1のそれぞれに関して微分すれば得られる。即ち，
r gag =O (B-6) 

3泣 g ・釘` I dPS rgp = ｛〔（） 1〕
PドーP dTS 

rp⑲亭• 8Psl dT2Ts  dP 
｝ 

-r。
p 

ここでr。= 3辺 gP
rp,j盆 RTS

(B-7)式においては液相は非圧縮性と見倣す。

(410) 

(B-7) 

(B-8) 
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r。8Tl dPS 
恥＝一（一）
P 8Sl pdT 

= roHgl 
PVg{]l (B-9) 

ここで Hglおよび Vglはそれぞれ熱的平衡状態における蒸発熱および蒸発による比体積増加を表す。

次に (32)式の各係数を求める。 (11)式において運動エネルギー項および摩擦熱の項を無視すれば

E=-Hg几＋Q ≪、 (B-10)

この式を， Qは一定値として， ag,PおよびS1のそれぞれに関して微分すれば

Eag=0 (B-11) 

Ep=-H江 gp=Hg/r。/P (B-12) 

Es1=-H江 gs/= 
-Hg/2r。

、 (B-13) 
Vg/ OP 

最後に (33)式の各係数を矩形ダクト内層状流および水平気泡流のそれぞれに対して求める。

まず矩形ダクト内層状流に対して求める 0 (19)'(20)の各式に含まれる各係数の値はそれぞれ次式で表される。

心Vg 栖 11
FWG= FWF= ＝- ＝ -

珈 gH
Ag!=-:;:;, Bg1 = -;-[g!PgVg/ 

&1lHH  8 

(B-14)式の各値を(19),(20)の各式に代入すれば

a品＝ゴgPgVgツ(8H)一/g1pgVg11/(8H)
a屈＝一入IPlが／（8H)＋んlPgVgド／（8H)

(B-14) 

(B-15) 

(B-16) 

(B-15), (B-16)の各式においては物質移動の効果は無視する。 (33)式の各値は(B-15),(B-16) 

の各式を ag,VgおよびVtのそれぞれに関して微分すれば

F`g)ag = O 
｀応）vg=―入gPgVg/(4H) —珈gVgl/（4H)
(ag応）町ヅglPgVg1/(4H)

（叫｝）ag=0 

(a1F1)vg = [gtPgVg1/(4H) 

（凶F心＝一入IP叩／
(3)式および(4)式に含まれるボイ

ド率の勾配 8ag/8xに起因す

る各相単位体積当りの力はFig.

B. 1を参照すればそれぞれ

-pggH凸（蒸気相）および
紅

如 g
(fv.ag -Pg gH)戸である。

ただし

hag= (Pt―pg)gH 
(B-23) 

次に水平気泡流に対する (33)

式の各値を求める。単位体積当

a H 
f, 

←dx--I 

(B-17) 

(B-18) 

(B-19) 

(B -20‘) 

(B-21) 

(B..:_ 22) 

りの二相境界面積 Aglとしては fig. B.1 GradientぬR,/axin a stratified flow in a rectangular duct 

次式を用いる 3)0 

知＝3ag/ rp (B -24) 

(19), (20)の各式に含まれる係数 FWGおよび FWFはそれぞれ次式で表される。

(411) 
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入gVg 畑 I
FWG= 

2De 
, FWF=~ 

虹〕e

(7), (B -24)および(B-25)の各式を(19),(20)の各式に代入すれば

屯恥＝一入四gpgVgツ（2恥）＋ re町一rcVg-3f叩 gPgVg/8rp
a,F1=―入ばIPIが／（ 2De)+rcVg一ゎVt+3/g叫 Pg%I2/8乃

これらの式を ag,Vgおよび叩のそれぞれに関して微分すれば

屯応）d=ゴga砂gツ(2De)-r砂gパ1g-3fgIPgVgJiグ(8rp) （B-28) 

(ag応）Vg＝一入四gpgVg/De-f'。一3/g1agpgV81/ (4rp) 』 (B-29)

(aぶ）Vl=r。+3f匹 gPgVgl/（4rp) (B~ 30) 

⑳ Fi)“g= iIPIが／（2De)+t如／ag+3んIP砂'g/2/(8rp) (B-:-31) 

(a品）vg=r。+3fg1agpgVg1/(4rp) 、 (B-32) 

(a,F,)v1=―入laIPI町／De-r。-3んJagPgVgl/（4rp) （B-33)

fv,ag = 0 (B-34) 

上記の (B-28)-(B-33)の各式は水平気泡流における密度波に関する (13)式～（17)式の基礎方程式系の安

定性解析に用いる。一方，この系における音波の伝播特性を求める場合には定常状態における各相速度 Vgおよ

び町を共に零とする (G.B.WhithamF.R.S.19>p. 4)。そして各相速度としてはそれらの摂動分のみを考え

る。その場合の二相境界摩擦力は気泡（球と見倣す）と流体の相対速度が非常に小さい場合に成り立つストーク

スの法則から求めることができる”。その結果， （B-26)～(B-33)の各式は以下のように書換えられる。
aふ＝ r直— r砂g-agPg呼VgJ (B-35) 

a1F1=r辺g-re町蟷gPgFglVgl (B-36) 

F叫上土
2 PgTp 

(B-35), (B -36)の両式はR.C. IViecredyら7)が音波の伝播特性を求めるために用いた式と同じである。

(B -35), (B -36)の両式を微分して次式を得る。

(ag応）ag=0 

(ag応）vg=-r。辺gpgFgl

(ag応）v1=r。+agPgFgl
(a,F,)a8=0 

(a, FI) V g = r。孤gpgFgl

(a1F1)v1 = -r。辺gpgFgl

(B-25) 

(B-26) 

(B-27) 

ここで (B-37) 

ヽ
、
ノ
、
~
ヽ
ノ
、
ノ
ヽ
ノ
、
ノ
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附録C 2. 2.1項および2.2.2項の例題に用いた常数

P= 0.69MPa 

T5= 437°K 

叫 0.1

Hg1=494 
kcal 
kg 

Ug1= 448 
kcal 
kg 
m 2 

Vg1= 0.277― kg 

r,o＝3660 
kg 

sm 2 

Cvg= 0.441 
kcal 

kg'K 

C1= 1. 02 
kcal 

k郡

Fg1= 906S-l 

rp= 0.5 X 10-油

附録D

(412) 

層状流における密度波に及ぼす重力および表面張力の安定化効果について
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矩形ダクト内層状流における密度波の長波長成分に対する散逸関係式は(48)式で表される。そしてこの成分は

(60)式の条件を満たさない場合には不安定になる。これはヘルムホルッ不安定であることは (48)式において各

種の摩擦，運動量交換および体積力等に関わる項を無視した結果を，以下に紹介するChandrasekhar16)が求め

た二次元層状流におけるヘルムホルツ不安定の式から導くことができることからも了解される。

いま，三次元座標(zは高さ方向）において定常状態にある非圧縮性および非粘性の層状非均質流が水平方向

（ぉ方向）に速度v“で流れているとする。非粘性の仮定により四は高さ方向には任意の関数と考えることが許

される。また，ある高さ z=zsを境にしてその上下で密度の不連続が許されるものとする。この系が摂動され

て任意の点の各状態量が定常値 P,P, Vx, Vy =vz'= 0から op,oP, OVx'OVyおよび OVzだけそれぞれ変

動したとする。その場合，摂動に対して

e 
瑣:,;X+k11y—叫） (D-1) 

に依存する解を求めることができる。ここで知と灼はそれぞれぉ方向およびy方向の波数である。

Chandrasekhar(16), p483)によれば，この系に対して次の力学的関係を導くことができる。

dvz. dvz k2 
4s 〔瓜w- ぬVx)—+pkr--d叫＝g炉〔4s(p)--0s〕〔〕

8vと

dz dz g w-Khv“S 
(D-2) 

ここで

瓜 f)=fz=z5+o-fz=z5-0
k 2 =k x2 +ky2 

g＝重力加速度

6＝表面張力

添字sは二相境界面を示す。

いま，密度PlとP2の一様な二流体が z=Oの水平面で分けられているとする。 上側の流体の四は下側の

Plより小さいとする。そして一定速度 Vれおよび Vxi2でそれぞれ流れているとする。この系が摂動されるとき高

さ方向の速度の変動は次式で表すことができる (16),p484) 

OVz1 = A((L)一kxむ1)庄 (z< 0 )..  (D -5) 

ovz2= A(皿-K年）e―kz (z > 0) (D -6) 

ここで， Aは任意常数である。高さ方向に直交する平行平板間隔Hが有限で，その中間に二相境界面がある場合

に対して (D-2)式を適用するために (D-5), (D-6)の両式をそれぞれ次式で置換える。

ヽ
j

ーヽノ

3

4

 

―― 
D

D

 

（

（

 

sinhk(z十凶H)
OVz1 = A(w-k山 1) （z<o) 

sinh k凶 H
(D-7) 

sinh k (z-a2H) 
OVz2=-A((JJ一kxV山 (z>O) (D-8) 

sin.h ka2H 

ここでa1とa2はそれぞれ X方向単位長さ当りの各相の体積比である。 (D-7), (D-8)の両式を (D-

2)式に代入し，二相境界で DVz1=ovz2であることを考慮すれば次式を得る。

2 coshK⑫ H 2 coshK alH K 
p2((JJ一k“む2)2~+p1((JJ一柘Vxl) 2 ~ = ~紅 (Pl ―p2) ＋ー 6) （D-9) 

sinh Ka2H sinh Ka1H g 

(D-9)式はkH<{lの場合には次式になる。

a1p2 C(JJ一柘Vx2)2 +a2p1 ((JJ一柘Vx1)2 =k ~!a．心〔（ Pl ―p2)g+k%〕 H (D-10) 

この式において X 方向の摂動だけを考えて k＝らとおけば平行板間の一次元非圧縮性層状流に対する散逸

関係式になる。この式の添字、xlおよび x2をそれぞれlおよびgで置換えて (41),(43)および (44)の各式を

用いて整理すれば

(agp1+a1pg亭＋2k(ag孤 I)字疇

ー炉{a叫 (p亡 pg)g＋砂〕 H-予ー（心pg這％）v記｝＝ 0 (D -11) 

この式は (48)式において各種の摩擦，運動量交換および体積力等に関わる項を無視し， C(仮想質量係数）＝ 0

(413) 
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とし，矩形ダクト内層状流の液相に対する力としてボイド率の勾配8ag/8xに起因する力の係数として(B-

23)式を用いた式に一致する。但し，（48）式においては表面張力 6は無視している。 (D-11)式は，結果的に

は密度波の非常に短い波長成分に関する散逸関係式(109)において係数f四gに矩形ダクト内層状流に対する値 (B
-23)式を代入し， C=Oとした式と一致する。但し，（109)式においては表面張力oを無視している。

(D-11)式から安定条件として次式が得られる。

Vgt凶 (agPl+aIPg)〔伽ーPg)g＋応〕印PgPI (D-12) 

長波長においてこの式が満たされない場合はヘルムホルツ安定である。

附録E 特性根と安定性の関係について

非均質二相流基礎方程式系 (13)式～（17)式の特性根と安定性の関係はこの系の物理的理解の上で有益な情報

を含んでいるので，ここでは RamshawとTrapp6)が導いた両者の関係についての議論の要約を紹介する。

そして彼等が示した特性根と安定性の関係を本報の 2.2.. 3項で求めた非常に短い波長の摂動に関する安定性と附

録Fで求めた特性根との間の関係に適用してみる。

二相流基礎方程式系は一般的には附録Fの(F-1)式で表される。このn個の式から成る 1次準線形偏微分

方程式系に VonNeumanとRichtmyerによって初めて用いられたとされる局所線形安定性解析法を適用

すると， w(k)=I=0と仮定すれば次式を得る。

k _ i 
det(A --B + - D) ＝ 0 

a) Q) 

ここで

D=（--
8A 8U。
au。at ) + ( 

aB au。 ac 
.--） ＋ （一）8U。axI.  ¥ au。

u。は摂動されない場合の解である。肩記号Tは転置行列を表す。
一方， （F-1）式の特性根入は次式で定義される。

det(AーいB)=O

(E-1) 

(E-2) 

(E-3) 

(E-1)式と (E-3)式を比較すると，もし D=Oならば k/o=A―1 となり散逸関係式は特性根から直

ちに得られる。しかし， D=O となるのは A,BおよびCがすべて常数の場合のみである。この場合には系

の特性根が実数ならば全波長（或いは全周波数）の摂動に関して CtJ（或いはK)は実数となり系は安定である。

即ち摂動に関して系は発散も減衰もしない。しかし， D~O の場合には特性根が実数であっても安定のための十

分条件ではない。このことは実数の特性根を有する系でも物理的不安定を示すことがありうることから了解され

る（例えば，文献 6)の(4)式～（9）式の二相流系）。 このような物理的不安定を記述するために複素特性根は不

要である。

(E-1)と(E-3)式を比較すると直観的に解るように安定性と特性根は非常に高い周波数の極限におい

ては，特性根の逆数入―1の解に 1個でも零が含まれる場合を除いて等価になる。これは厳密にはOstrowskiの

定理6)による。即ち， K→~のとき k/lcv(k)Iが常に有限値に近付くならば，この定理は

¥im I入―l_k /(JJl=O (E-4) 
~00 

この定理によって K→00における散逸関係式(107),(111)および(121)の各式から得られる k/(J)はそれぞれ附

録Fにおいて求めた特性根(F-9)，（F-12)および(F-31)の各式の逆数に等しいことが検証される。

附録F 非均質二相流基礎方程式系の特性根について

二相流基礎方程式系(13)式～（17)式の系の特性根を求める。一次元二相流基礎方程式系は次の n個（普通は

3 s n s 6)の式から成る一次準線形偏微分方程式系で表される。
8U 8U 

A(U) ~+B(U)-— +C(U) = O 
8t 8x (F-1) 

ここで，係数行列AおよびBはnxnの正方行列であり， Uは従属変数のn次列ベクトルである。ここで扱う系

では係数行列は従属変数 U1, Uz,…如の導関数を含まない。つまり準線形系である。非同次項C(U)はn次の

列ベクトルであり，従属変数の導関数を含まない。

(414) 
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基礎方程式系(13)式～（17)式を (F-1)式で表せばU,AおよびB は次式になる。

U = (Cig, p, V g, VI, S /) T (F-2) 

ここで肩記号Tは転置行列を表す。 AとBはそれぞれ

Pg agpg ＊ 

゜ ゜ ゜-PI ai p[＋-TT1 gS PI” ) 

゜ ゜ ゜、A=I 

゜ ゜
ctg/Jg +Caga1p -Ca四IP

゜
(F-3) 

゜ ゜
-CagairP aIPI+Ca砂IP

゜゜
咋 pgSg*Tg 

゜ ゜
aIPITI 

/JgVg agpg＊ "'Vg agpg 

゜ ゜-PIV/ 叫 Pl,町＋ユTTSl Pl ” Vg) 

゜
aIPl 

゜B=  I agpggH ag a:g（p gVg+Ca,pv,) -Caga1pVg 

゜頑 (f%゚―PggH) aI -Ca砂IPVJ 巫p1v1+Cag仰 g)

゜屯P凶g＊叫Vg

゜ ゜
aIPlTIVI 

(F-4) 

ただし， （F-3),(F-4)の両式を求める際に(14)式の DS1/Dt1を含む項は(17)式を用いて消去して

ある。

(F-1)式の特性根は次式の入で与えられる。

det(Aーい B)=O (F-5) 

非同次項Cは特性根の定義によりこの式に含まれない。 (F-5)式に (F-3)，(F-4)の両式を代入し

て得られる行列式を展開すれば

T•S 
入/{ pg心〔叩gAg（砂＋Cagp心）（砂＋ユ—- PJ’’心）

T1 

+Cct加（p凸＋吼凸）が一凶p1(Pg心＋C叫—撃IPIPg*(f% -pggH)心〕

蟷 gP山 lpgpg*(p山＋Cag臥g)ゲ＋caIPIPPg"びI2-pg(Pl幻＋C瓜g)

-aぷgH(p'入汁Pl
T・s 
”一旦入
Tl 
g)〕＋％叩gPlf } = CI 

rag 
(F-6) 

ここで 心＝入ーVg,入l=入ーVl (F-7) 

(F-6)式は5個の特性根を有する。その中の 1根は直ちに

入1=0 (F-8) 

或いは (F-7)式を用いて

ふ＝Vt ・ (F -9) 

特性根と安定性の関係(E-4)式かられは (107)式から求まる液相エントロピーの摂動の非常に高い周波数

成分の位相速度 w1/k に等しい。

(415) 
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次に残りの 4 個の特性根の中には Vg+~亡Pg)gH と vl_」 a四I(g-Pg)gH （気泡流に
agPjr+aIPg agPl+aIPg 

対しては H=Oとするので各値の第二項は零）の間q直を有するものがあると仮定すると(F-6)式の大括弧内に
おいて入 および入1のオーダの4次項はそれらの2次項に比べて無視できる。 3次項と 1次項はない。その結
果次式を得る。

ag(pg＋叩g*（fm―PggH)〕ゲ＋叩心＋C瓜g入！辺ga！frag=0 
この式を (F-7), (43)および(44)の各式を用いて書換えると

2 
(agPI＋叩g＋Cp)a -v)2 --〔 (a1孤 g)Pg Pl +aga/p1pg*(J;叫―pggH)

p 

C 
＋了(a1p,辺 gpg)p、Jvgl (ii-V) -a四伍＋ l(a凸＋a13PJ-Cag叩）pgPI

Vgl 
叫 a麿 Pg*(伝 -pggH)〕万戸°
この式の解は

(F-10) 

(F-11) 

入2,3=V土A (F-12) 

ヽ

ここで VおよびA はそれぞれ(112),(113)の各式によって表される。非常に短い波長においては (E-4)式

から (F-11) 式に含まれる (A[-V) を（舟— v) で置換えることができる。その結果から (111)

式を導くことができる。 (F-]1•2) 式は気泡流 (j如i = 0, H=  0)に対しては文献 3)の(146)式と一

致する。 (F-12)式から入2,3の値は Vg+J竺竺；（p亡 Pg)gH とV1-JaげI(p亡 Pg)gH （気泡
agp1+a1pg 凶 P1+a1pg

流に対しては H=O とする）の中間にあることがわかり，心および入，のそれぞれのオーダーの4次項を無視した
ことは妥当である。入2.3の値は実数または共役複素根になる。 (F-12)式の根号内が負の場合には共役複素根
となり (13)式～（17)式の基礎方程式系は楕円形になる。特性根の実数部は波の非常に短い波長成分の伝播速度
を表し，虚数部はその符号によってその波の成分の時間的な減衰または成長を表す。楕円型の系に対してはある
将来の時刻におけるすべての境界条件も与えなければならない。 もし与えれば現在の現象に対して将来の状況
が影響することになり初期値問題としては不適切である（,)適切であるためには特性根はすべて実数でなければな
らない。

以下においては密度波の非常に短い波長成分に関する基礎方程式系の安定性とその系の特性根の関係を簡単化
した基礎方程式系について説明する。

気液両相が非圧縮性で物質移動がなく，体積力も 8屯／8xに起因する力も働かない場合において基礎方程式
系(13)式～（17)式は次の (F-13)式～（ F-16)式の系で表される。

珈 g 叩―=O (F -13) Dt 
+ d,g 
8x 

D凶 8v1+ aIー＝
Dt 

0 (F-14) 
紅

Pg旱＋C叩（互旦＿立L)＝一翌
Dtg Dt1 Dtg I ax (F-15) 

PI DVt + C叩（互L＿旱)＝ー竺ー （F-16) Dh Dん Dt111 ax 
(F -15), (F -16)の両式から 8P/8xを消去する。そして(F-13)式～（ F-16)式の系を線形化
する。その際一様定常状態の各変数の値を改めて d,g,a1, V gおよび町とする＾そしてそれらからの摂動分を
それぞれ Jag,4①,L1Vgおよび JV1とすれば

~+Vg翌況g竺五＝ O (F-17) 8t ox ox 

(416) 
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寧 84a1 84V/ 

at 
十町 ＋a1 —ー＝ 0 
ax.  -・ ax (F-18) 

Pg（逆五拉g叫 g)＋C叩（叫g+v1竺五＿竺肛ー Vg邑
8t 8t 8x 8t ax,---.,~,at・-・ ax at ~t5 olx ） 

8AV1 8AV1 8』vl
=Pl (--＋町ー一）＋Cagp(-- ---at. -• ax I.  --5,- ¥ at +iりg

8A v1 84vg 84Vg 

函 at
V/ 
ax 
) (F -19) 

(F-19)式をX に関して微分して得られた式に CF -17), (F -18)の両式を代入すれば次式を得る。

訊~+ 2V' が~+B竺生~=O
at 2'~ • ax at'~ ax 2 (F-c-20) 

ただし， B= 
叩 gVg2虹 gPIが＋CpVgVt

(F-21) 
屯p1+a1pg+Cp

rdg 
ここで V'は(112)式においてf = 0 (H= 0)とした値である。(F-20)式の特性根は
入＝V＇士J(V'）2 -B (F-22) 

この式は検算すればわかるように (F-12)式において hag=O (H=O)とした式と同一である。このこ

とから (F-12)式と等価の(111)式と，さらに(111)式が導かれた (109)式に対応する (48)式の両式はそれ

ぞれ非常に短い波長および長波長の密度波に関する散逸関係式であることがわかる。

さて， 2.2節に示すように摂動 4agは次式で表すことができる。
収 g＝ぬei(Kx-ot) （F -23) 

ところで(111)式から導かれる k/lw(k)I はK→00の場合に有限値であるので(E-4)式を用いること

ができる。 (E-4)式を (F-23)式に代入すれば

4屯呵geik(x-it) （K→ OOの場合） （F-24) 

(F-12)式の特性根 J2.3が共役複素根の場合には入2,3=V'土i囚'(ただし，囚'=-iA'。V’およびA’はそれ

ぞれ(112)式および(113)式においてlrag=O(H=Oi)とした値であり気泡流の場合を表す）で表される。そして

その場合には (F-24)式は (F-20)式を満足することが検算でわかる。従ってボイド率の摂動』agは最終的に次

式によって表される。

Adg＝年土kA't+ik(x-V't) (k→～の場合） （F-25) 

この式から特性根入2,3が複素根の場合には，その実数部はボイド率 agrの摂動の非常に短い波長成分の伝播速

度を表し，虚数部はその符号によってその波長成分の時間的な減衰または成長を表すことがわかる。

最後に残りの2個の特性根を求める。 (F-7), (43)および(44)の各式を用いて(F-6)式の大括弧内を

(入-V)に関する式に書換えると

（ 
TS 

(pgp1+C¢）〔agPIPg*＋叩gPl/＋*  Pl”)〕(J-~v)4 

+｛(agPg-aIPI)（2PgPI+c仕）（agPIPg*＋PgaIPI1)＋叩gPI伍 (agpg一切IPI)

Tg”Vgl 
Pl } -2Ca屈〕一ー（入ーV)3 -(ag /:)I•十a1pg+Cp)pgp1 (J-v)2 
TI p 

c 〕仮PI+ 2〔（凶辺g)Pg Pl冠 ga12PIPg*（f%―pggH)＋了(a1p,r辺 gpg)p ――Vgl （入ーv)
p 

＋（入ーV)に関する常数項＝ 0 (F-26) 

この式の左辺を(F-11)式で割り，残余を無視すれば（入ーV)に関する 2次方程式を得る。この残余は（入

-V)の一 1乗以下の次数の項から成り，（A-V)の大きさは (F-27)式に遵かれるように断熱的音速のオ

ーダであるので残余は無視できる。得られる二次方程式から次の2個の特性根を得る。

入4,5=v +Y'Vg／土 acne

ここで

(F-27) 

(417) 
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Y'= 
匁Pg(Pt +Cp/2) -a,p, (Pg +Cp/ 2) +a四I2PIPg*（f巧―pggH)

(agp1+a1pg +Cp) p 
2 

＋ 
amne 

2(pgp1+C足）
{（aIPl辺 gPg)(2pgp1+Cp2、)(agPIPg*＋叩gp/)/(pgPI)

TS 
g II +a/〔Pg(3aiPI-a砂g)＋2Ca雇〕一PiTI 

2. _. (agp1+aipg +Cp) p 
acne= 2 

pgp1+C炉 am加

amne = 
PgPl 

｝ 

〔＊ （ T~ agp,pg* +a,pg (p[＋一p/’'r, )〕p

(F -28) 

(F -29) 

(F_:_ 30) 

acne は蒸気相が熱的平衡にあり，液相が熱的非平衡にある二相流の各流動様式における音速である。例えば層
状流に対してはC（仮想質量係数）＝ 0として得られる。
(F-27)式の特性根 h,5は初期状態が熱的平衡状態にあれば T,=T；であるので次式になる。
入4,5=v+ YVgt土ac (F-31) 
ここで

aげ＝
(agp1+a1pg +Cp) p 
PgPt+Cp2 

a~ 

ai = PgPI 
〔agPIPg*＋aIPg (p/＋PI’'）〕p

Y= 如 g（PI+cp/2)-aIPl(Pg+Cp/2)＋a砂I2PIPg*“ag-Pg-gH) 
(agPl+amg+Cp)p 

qL__ fr_, ___, ・- ¥r0 __  --1_n_2¥r _, __  * ＋ 
2(pgp1+C炒）

{ (a1p1辺 gpg)(2PgPt+C応 (agp1pg*+a,pg瓜）／PgPl

十①〔Pg(3aIPl-agPg)+2Ca屈〕Pl”}

（切）

(98) 

(120) 

(F-31)式の特性根入4,5は(E-4)式の関係により (122)式即ち圧縮性波の非常に高い周波数（非常
に短い波長）成分の伝播速度に等しい。
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