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上で述べた密度波の伝播速度は（91)式または (117)式によって表される。二相流系における各種の摩擦，運動

量交換および体積力等に関する効果を無視できる場合には (117)式で表され，そうでない場合には（91)式で表

される。但し，（91)式および(117)式は一様定常状態において与える摂動から導かれるので加熱部気泡流に対し

ては近似値を与える。

4.結論

軽水原子炉系の熱水力過渡特性や配管破断の想定事故などの解析に広く用いられている RELAP5/MOD1

コードに用いられている一次元非均質非平衡二相流基礎方程式系を基本的に用いた二相流基礎方程式系(13)式～

(17)式の線形安定性解析を行い，その結果を矩形ダクト内層状流および気泡流に適用した結果，次の事柄が明

らかになった。

1)矩形ダクト内層状流における密度波の長波長成分に関する二相流基礎方程式系の安定のための必要条件は

次式で表される。

(agPI＋叩g)(p1-pg)gH/(pgp1)>vgl ・ (61) 

この関係式は蒸気ー水の相対速度 Vglが大きい場合には満たされない。つまり系は不安定になる。これはよく知

られるヘルムホルッ不安である。その場合において液相の壁面摩擦は安定化効果をもつが，気相の壁面摩擦は二

相境界摩擦と共に不安定効果をもつ（（60)式参照）。（61)式は非常に短い波長成分に関する系の安定性に関して

も適用できる。その場合にはこの式は安定のための十分条件である。そしてこの条件式が満されない場合の不安

定は非物理的不安定である ((114)式参照）。

2)水平気泡流における音波の非常に低い周波数成分に関しては二相流基礎方程式系は安定である ((71)式参

照）。

3)矩形ダクト内層状流および気泡流のそれぞれにおける音波の非常に高い周波数成分に関しては二相流基礎

方程式系は安定である ((121)式参照）。

4)蒸気一水水平気泡流における密度波の長波長成分に関しては各相の壁面摩擦損失が二相境界摩擦損失に比

べて無視できる場合には二相流基礎方程式系は安定である（但し，大気圧飽和状態において ctg<0.5の場合）。―

方，非常に短い波長成分に関しては

Cp 2 

（一) <a四IPgPI (115) 

の場合には系は不安定になる。これは非物理的不安定である。尤も (115)式はC（仮想質量係数） ~1 の場合に

はag,a1（何れも零ではないと仮定している）， Pgおよび PIの各値に関係なく成立しない（気泡流に対しては

C> 0.5が適用される）。

5)蒸気一水水平気泡流において角周波数 (JJ→。にぉける音波の減衰係数は圧力 0.69M巳’ボィド率屯=

0.1の飽和状態において蒸発率rgに関する効果を考慮した場合には，そうでない場合に比べて 4X 105倍程

度大きいと予測される。

6)矩形ダクト内層状流における密度波の長波長成分の伝播速度 ((83)式）を求めた。

7)水平気泡流における密度波の長波長成分の伝播速度（（91)式）を求めた。

8)矩形ダクト内層状流および気泡流における密度波の非常に短い波長成分の伝播速度 ((117)式）を求めたc

9)矩形ダクト内層状流および気泡流における圧縮性波の非常に高い周波数成分の伝播速度((122)式）を求

めた。 ・

本研究において検証したこと

1)二相流基礎方程式系の特性根はその系の非常に短い波長の摂動に関する系の安定性と等価であることを検

証した（附録F参照）。

以上の研究結果は一次元非均質二相流基礎方程式系に生じうる物理的安定性および非物理的不安定の問題につ

いてのいくつかの知見を与える。

一次元非均質二相流モデルを用いた熱水力過渡特性解析コードを作成したり改造したりする場合にはこれらの

知見を前以て把握する必要がある。それによって適切な差分方程式系を作ることができ，数値実験において生じ

(408) 
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るかもしれない不安定に対する適切な判断ができる。

本研究を遂行するにあたり有益なご助言を頂いた原子力船部（現大阪支所）綾威雄主任研究官に謝意を表します。

附録A 非均質二相流差分方程式系の適切性について

非均質二相流基礎方程式系の非常に短い波長の摂動に関する非物理的不安定（不適切）は既に述べたように粘
性項或いは表面張力項などの二次微分効果を加えることによって取除き初期値問題として適切にすることができ

る。

さて，非均質二相流基礎方程式系の初期値問題を解くために用いられるその差分方程式系は適切でなければな
らない。そのために人工粘性などを陽に加えたり，数値解析上の工夫によって陰に人工粘性が加えられるように
する場合がある。本研究において参考にした RELAP5/MOD1コードで用いられる差分方程式系は後者に該
当する。加えられる人工粘性項などは物理的に意味のある比較的長い波長の振る舞いを抑制しないように選ばな

ければならない。

RELAP5/MOD1コードにおいては二相流差分方程式系を適切にするために次のような工夫がしてある叫
即ち，特定の空間微分項に対しては新しい時刻における陰解法を用い，質量流束とエネルギー流束の両項につい
ては，それらに含まれるスカラー量には以下の (A-1)式で示される上流側の値を用いる。運動量流束につい
ては，運動方程式におけるその保存形はそれに含まれる Va2に対して(A-3)式および (A-4)式に示す上
流側の値を用いると以下に導くように結果的に Va2の勾配に対する中心差分近似項と陰の人工粘性項の和で表

される。

RELAP5/MOD1コードの二相流差分方程式系においては，まず連続およびエネルギーの両方程式について

はFig.A.1において X座標に関してXjから Xj+lまで積分して得られる。一方，運動方程式については
XKから XL まで積分して得られる。ここで，

窃功＋1などをジャンクションと呼び， K, L 

などをボリュームまたはセルと呼ぶ。 XK ぷL

などはボリュームK, Lなどの中心を指す。

各ジャンクションにおける質量流束項および

エネルギー流束項のそれぞれに含まれるスカラ

ー量は次式に示す上流側の値;を用いる。

1 lvl 
¢ =-（伽＋仇）＋ー一 C¢K―仇），2 2 v 

v~O (A-1) 

ここで，¢はボリュームの平均スカラー量であ

Junction 

I VQ  I瓦X,U

Mass and erie;-gy control volume 
9 人 、

I.  I 

--い-T二←―-ロニ¥ • Y ノ

I 
j -1 j+l 

Moment.urn control volume 

り， V は適当な速度（蒸気相又は液相）である。 Fig.A.l Difference equation nodalizat~on schematic 

運動方程式(3)式および(4)式の左辺第 2項の対流加速項はこのコードでは次式で近似される。

1 紺 (aaPa)i( 
- aaPa―号、（が）L -（が） K〕 (A-2)2 8x 24Xj 

ここで， （；a2)K と（；げ）L は Fig.A.1に示す運動方程式を適用するボリュームの境界互と m のそれぞ
れにおける量である。ジャンクションにおけるスカラー量に対して (A-1)式で表す上流側の値を用いるのに

倣って， （；げ） K と（；げ）L に対しても次式で表す上流側の値を用いる。

1 | （vふ I
（；訊入＝―〔(va2)j-1+ Cva2）月十一 〔（v足）j-1ー(va2)月 （A-3) 2 2 (vふ

1 I Cva)L I 
（匂）戸一〔（v凸＋（va2)j+I)＋----〔（VE)j-（va叫〕2 2 (vふ (A-4) 

(A-2)式に (A-3),(A-4)の両式を代入すれば

(409) 
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1 8が (aaPa)j. |（%）L| 
aaPa 号

2 8x 
- -- {（叫）j+l- (V、 2い＋〔（V凸—(vげ）j+l〕

44 xi （ル）L

I(V、M
(Va)K 

〔vi)j-lー (Va2乃〕｝

ボリュームKおよびLの平均速度およびその 2乗はそれぞれ次式で求められる。

(Va)K =〔（%）j-1+(Va)月／2, (Va)L =〔（四）j+Cva）が1〕／2

（止）K＝〔（が）た1+ (Va切〕／2, (止）L=〔(v点）j+(正）j+l〕／2 
(A-5)式に (A-6), (A-7)の両式を代入すれば

1 8vげ (aaPa)j 1(aaPa)j 
-aaPa -与
2 8x 24x. 

〔（元）L ― (Va2)心一—
2L1Xj 

(VISA)j 

(A-5) 

！ヽ、ーノ

6

7

 

-．一
A

A

 

（

（

 

(A-8) 

ここで

(VISA)j= lvak〔（ Va)j+ 1ー（Va)j〕-IVa I 1<〔(Var)jー Cva:）｝一1〕（A-9) 
(A-9)式は文献 3)の(233)式および(234)式に対応する。 (A-8)式から解るように， この式の左辺の運

動量流束は差分式ではその中心差分近似項と人工粘性項（第二項）の和で表される。

RELAP5/MOD1コードの二相流差分方程式系の適切性と精度は数値実験によって確かめられた。

附録B 矩形ダクト内層状流および水平気泡流における (31),(32)および(33)の各式の値

二相混合流単位体積当りの蒸発率 rgの構成方程式としては R.C. Mecredyと L.J. Hamilton7)が運動学

的理論から求めた式を用いる。彼等は，液相は速度 V1，温度叩で蒸発し，凝縮は Vgおよび Tgで起るとして，

蒸発と凝縮が共存している式をたてた。彼等によれば，二相混合流の単位体積当りの蒸発率 reおよび凝縮率 re
は気泡流に対してそれぞれ次式で表される。

3ce屯 Pド
re= 

rp冨 J可
3cc屯 P

re= 
rp冨冨

ここで， pドはT1に対応する飽和圧力， Pは圧力，そしてRはガス常数をそれぞれ表す。本報では，彼等に倣

って，蒸発係数ceと凝縮係数Ceは等しいと仮定する。即ち，

(B-1) 

(B-2) 

ce=cc=c 

rgをreおよびreを用いて表せば

I'g =re -re 
この式は熱的平衡状態においては

rg= 3c ag 
(PIS-P) 

rp,J盆 RTS

(B-3) 

(B-4) 

(B-5) 

となり値は零である。

(31)式の各係数は (B-5)式を ag,PおよびS1のそれぞれに関して微分すれば得られる。即ち，

r gag =O (B-6) 

3泣 g ・釘` I dPS rgp = ｛〔（） 1〕
PドーP dTS 

rp⑲亭• 8Psl dT2Ts  dP 
｝ 

-r。
p 

ここで r。= 3辺 gP

rp,j盆 RTS

(B-7)式においては液相は非圧縮性と見倣す。

(410) 

(B-7) 

(B-8) 
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r。8Tl dPS 
恥＝一（一）

P 8Sl pdT 

= roHgl 
PVg{]l (B-9) 

ここで Hglおよび Vglはそれぞれ熱的平衡状態における蒸発熱および蒸発による比体積増加を表す。

次に (32)式の各係数を求める。 (11)式において運動エネルギー項および摩擦熱の項を無視すれば

E=-Hg几＋Q ≪、 (B-10)

この式を， Qは一定値として， ag, PおよびS1のそれぞれに関して微分すれば

Eag=0 (B-11) 

Ep=-H江 gp=Hg/r。/P (B-12) 

Es1=-H江 gs/= 
-Hg/2r。

、 (B-13) 
Vg/ OP 

最後に (33)式の各係数を矩形ダクト内層状流および水平気泡流のそれぞれに対して求める。

まず矩形ダクト内層状流に対して求める 0 (19)'(20)の各式に含まれる各係数の値はそれぞれ次式で表される。

心Vg 栖 11
FWG= FWF= ＝- ＝ -

珈 gH
Ag!=-:;:;, Bg1 = -;-[g!PgVg/ 

&1lHH  8 

(B-14)式の各値を (19),(20)の各式に代入すれば

a品＝ゴgPgVgツ(8H)一/g1pgVg11/(8H)

a屈＝一入IPlが／（8H)＋んlPgVgド／（8H)

(B-14) 

(B-15) 

(B-16) 

(B-15), (B-16)の各式においては物質移動の効果は無視する。 (33)式の各値は (B-15),(B-16) 

の各式を ag,VgおよびVtのそれぞれに関して微分すれば

F`g)ag = O 
｀応）vg=―入gPgVg/(4H) —珈gVgl/（4H)
(ag応）町ヅglPgVg1/(4H)

（叫｝）ag=0 

(a1F1)vg = [gtPgVg1/(4H) 

（凶F心＝一入IP叩／

(3)式および(4)式に含まれるボイ

ド率の勾配 8ag/8xに起因す

る各相単位体積当りの力はFig.

B. 1を参照すればそれぞれ

-pggH凸（蒸気相）および
紅

如 g
(fv.ag -Pg gH)戸である。

ただし

hag= (Pt―pg)gH 

(B-23) 

次に水平気泡流に対する (33)

式の各値を求める。単位体積当

a H 
f, 

←dx--I 

(B-17) 

(B-18) 

(B-19) 

(B -20‘) 

(B-21) 

(B..:_ 22) 

りの二相境界面積 Aglとしては fig. B.1 GradientぬR,/axin a stratified flow in a rectangular duct 

次式を用いる 3)0 

知＝3ag/ rp (B -24) 

(19), (20)の各式に含まれる係数 FWGおよび FWFはそれぞれ次式で表される。

(411) 
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入gVg 畑 I
FWG= 

2De 
, FWF=~ 

虹〕e

(7), (B -24)および(B-25)の各式を (19),(20)の各式に代入すれば

屯恥＝一入四gpgVgツ（ 2恥）＋ re町一rcVg-3f叩 gPgVg/8rp

a,F1=―入ばIPIが／（ 2De)+rcVg一ゎVt+3/g叫 Pg%I2/8乃

これらの式を ag,Vgおよび叩のそれぞれに関して微分すれば

屯応）d=ゴga砂gツ(2De)-r砂gパ1g-3fgIPgVgJiグ(8rp) （B-28) 

(ag応）Vg＝一入四gpgVg/De-f'。一3/g1agpgV81/ (4rp) 』 (B-29)

(aぶ）Vl=r。+3f匹 gPgVgl/（4rp) (B~ 30) 

⑳ Fi)“g= iIPIが／（ 2De)+t如／ag+3んIP砂'g/2/(8rp) (B-:-31) 

(a品）vg=r。+3fg1agpgVg1/(4rp) 、 (B-32) 

(a,F,)v1=―入laIPI町／De-r。-3んJagPgVgl/（4rp) （B-33)

fv,ag = 0 (B-34) 

上記の (B-28)-(B-33)の各式は水平気泡流における密度波に関する (13)式～（17)式の基礎方程式系の安

定性解析に用いる。一方，この系における音波の伝播特性を求める場合には定常状態における各相速度 Vgおよ

び町を共に零とする (G.B.WhithamF.R.S.19>p. 4)。そして各相速度としてはそれらの摂動分のみを考え

る。その場合の二相境界摩擦力は気泡（球と見倣す）と流体の相対速度が非常に小さい場合に成り立つストーク

スの法則から求めることができる”。その結果， （B-26)～(B-33)の各式は以下のように書換えられる。

aふ＝ r直— r砂g-agPg呼VgJ (B-35) 

a1F1=r辺g-re町蟷gPgFglVgl (B-36) 

F叫上土
2 PgTp 

(B-35), (B -36)の両式はR.C. IViecredyら7)が音波の伝播特性を求めるために用いた式と同じである。

(B -35), (B -36)の両式を微分して次式を得る。

(ag応）ag=0 

(ag応）vg=-r。辺gpgFgl

(ag応）v1=r。+agPgFgl
(a,F,)a8=0 

(a, FI) V g = r。孤gpgFgl

(a1F1)v1 = -r。辺gpgFgl

(B-25) 

(B-26) 

(B-27) 

ここで (B-37) 

ヽ
、
ノ
、
~
ヽ
ノ
、
ノ
ヽ
ノ
、
ノ

3
8
3
9
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B
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(
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附録C 2. 2.1項および2.2.2項の例題に用いた常数

P= 0.69MPa 

T5= 437°K 

叫 0.1

Hg1=494 
kcal 
kg 

Ug1= 448 
kcal 
kg 
m 2 

Vg1= 0.277― kg 

r,o＝3660 
kg 

sm 2 

Cvg= 0.441 
kcal 

kg'K 

C1= 1. 02 
kcal 

k郡

Fg1= 906S-l 

rp= 0.5 X 10-油

附録D

(412) 

層状流における密度波に及ぼす重力および表面張力の安定化効果について
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矩形ダクト内層状流における密度波の長波長成分に対する散逸関係式は(48)式で表される。そしてこの成分は

(60)式の条件を満たさない場合には不安定になる。これはヘルムホルッ不安定であることは (48)式において各

種の摩擦，運動量交換および体積力等に関わる項を無視した結果を，以下に紹介するChandrasekhar16)が求め

た二次元層状流におけるヘルムホルツ不安定の式から導くことができることからも了解される。

いま，三次元座標 (zは高さ方向）において定常状態にある非圧縮性および非粘性の層状非均質流が水平方向

（ぉ方向）に速度v“で流れているとする。非粘性の仮定により四は高さ方向には任意の関数と考えることが許

される。また，ある高さ z=zsを境にしてその上下で密度の不連続が許されるものとする。この系が摂動され

て任意の点の各状態量が定常値 P,P, Vx, Vy =vz'= 0から op,oP, OVx'OVyおよび OVzだけそれぞれ変

動したとする。その場合，摂動に対して

e 
瑣:,;X+k11y—叫） (D-1) 

に依存する解を求めることができる。ここで知と灼はそれぞれぉ方向およびy方向の波数である。

Chandrasekhar(16), p483)によれば，この系に対して次の力学的関係を導くことができる。

dvz. dvz k2 
4s 〔瓜w- ぬVx)—+pkr--d叫＝g炉〔4s(p)--0s〕〔〕

8vと

dz dz g w-Khv“S 
(D-2) 

ここで

瓜 f)=fz=z5+o-fz=z5-0
k 2 =k x2 +ky2 

g＝重力加速度

6＝表面張力

添字 sは二相境界面を示す。

いま，密度PlとP2の一様な二流体が z=Oの水平面で分けられているとする。 上側の流体の四は下側の

Plより小さいとする。そして一定速度 Vれおよび Vxi2でそれぞれ流れているとする。この系が摂動されるとき高

さ方向の速度の変動は次式で表すことができる (16),p484) 

OVz1 = A((L)一kxむ1)庄 (z< 0 )..  (D -5) 

ovz2= A(皿 -K年）e―kz (z > 0) (D -6) 

ここで， Aは任意常数である。高さ方向に直交する平行平板間隔Hが有限で，その中間に二相境界面がある場合

に対して (D-2)式を適用するために (D-5), (D-6)の両式をそれぞれ次式で置換える。

ヽ
j

ーヽノ

3

4

 

―― 
D

D

 

（

（

 

sinhk(z十凶H)
OVz1 = A(w-k山 1) （z<o) 

sinh k凶 H
(D-7) 

sinh k (z-a2H) 
OVz2=-A((JJ一kxV山 (z>O) (D-8) 

sin.h ka2H 

ここで a1とa2はそれぞれ X方向単位長さ当りの各相の体積比である。 (D-7), (D-8)の両式を (D-

2)式に代入し，二相境界で DVz1=ovz2であることを考慮すれば次式を得る。

2 coshK⑫ H 2 coshK alH K 
p2((JJ一k“む 2)2~+p1((JJ一柘Vxl) 2 ~ = ~紅 (Pl ―p2) ＋ー 6) （D-9) 

sinh Ka2H sinh Ka1H g 

(D-9)式はkH<{lの場合には次式になる。

a1p2 C(JJ一柘Vx2)2 +a2p1 ((JJ一柘Vx1)2 =k ~!a．心〔（ Pl ―p2)g+k%〕 H (D-10) 

この式において X 方向の摂動だけを考えて k＝らとおけば平行板間の一次元非圧縮性層状流に対する散逸

関係式になる。この式の添字、xlおよび x2をそれぞれlおよびgで置換えて (41),(43)および (44)の各式を

用いて整理すれば

(agp1+a1pg亭＋2k(ag孤 I)字疇

ー炉{a叫 (p亡 pg)g＋砂〕 H-予ー（心pg這％）v記｝＝ 0 (D -11) 

この式は (48)式において各種の摩擦，運動量交換および体積力等に関わる項を無視し， C(仮想質量係数）＝ 0

(413) 
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とし，矩形ダクト内層状流の液相に対する力としてボイド率の勾配 8ag/8xに起因する力の係数として (B-

23)式を用いた式に一致する。但し，（48）式においては表面張力 6は無視している。 (D-11)式は，結果的に

は密度波の非常に短い波長成分に関する散逸関係式(109)において係数f四gに矩形ダクト内層状流に対する値 (B

-23)式を代入し， C=Oとした式と一致する。但し，（109)式においては表面張力oを無視している。

(D-11)式から安定条件として次式が得られる。

Vgt凶 (agPl+aIPg)〔伽ーPg)g＋応〕印PgPI (D-12) 

長波長においてこの式が満たされない場合はヘルムホルツ安定である。

附録E 特性根と安定性の関係について

非均質二相流基礎方程式系 (13)式～（17)式の特性根と安定性の関係はこの系の物理的理解の上で有益な情報

を含んでいるので，ここでは RamshawとTrapp6)が導いた両者の関係についての議論の要約を紹介する。

そして彼等が示した特性根と安定性の関係を本報の 2.2.. 3項で求めた非常に短い波長の摂動に関する安定性と附

録Fで求めた特性根との間の関係に適用してみる。

二相流基礎方程式系は一般的には附録Fの(F-1)式で表される。この n個の式から成る 1次準線形偏微分

方程式系に VonNeumanと Richtmyerによって初めて用いられたとされる局所線形安定性解析法を適用

すると， w(k)=I=0と仮定すれば次式を得る。

k _ i 
det(A --B + - D) ＝ 0 

a) Q) 

ここで

D=（--
8A 8U。
au。at ) + ( 

aB au。 ac 
.--） ＋ （一）8U。axI.  ¥ au。

u。は摂動されない場合の解である。肩記号Tは転置行列を表す。

一方， （F-1）式の特性根入は次式で定義される。

det(AーいB)=O

(E-1) 

(E-2) 

(E-3) 

(E-1)式と (E-3)式を比較すると，もし D=O ならば k/o=A―1 となり散逸関係式は特性根から直

ちに得られる。しかし， D=O となるのは A,BおよびC がすべて常数の場合のみである。この場合には系

の特性根が実数ならば全波長（或いは全周波数）の摂動に関して CtJ（或いは K)は実数となり系は安定である。

即ち摂動に関して系は発散も減衰もしない。しかし， D~O の場合には特性根が実数であっても安定のための十

分条件ではない。このことは実数の特性根を有する系でも物理的不安定を示すことがありうることから了解され

る（例えば，文献 6)の(4)式～（9）式の二相流系）。 このような物理的不安定を記述するために複素特性根は不

要である。

(E-1)と(E-3)式を比較すると直観的に解るように安定性と特性根は非常に高い周波数の極限におい

ては，特性根の逆数入―1の解に 1個でも零が含まれる場合を除いて等価になる。これは厳密にはOstrowskiの

定理6)による。即ち， K→~のとき k/lcv(k)Iが常に有限値に近付くならば，この定理は

¥im I入―l_k /(JJl=O (E-4) 
~00 

この定理によって K→00における散逸関係式 (107),(111)および(121)の各式から得られる k/(J)はそれぞれ附

録Fにおいて求めた特性根(F-9)，（ F-12)および (F-31)の各式の逆数に等しいことが検証される。

附録F 非均質二相流基礎方程式系の特性根について

二相流基礎方程式系 (13)式～（17)式の系の特性根を求める。一次元二相流基礎方程式系は次の n個（普通は

3 s n s 6)の式から成る一次準線形偏微分方程式系で表される。

8U 8U 
A(U) ~+B(U)-— +C(U) = O 

8t 8x (F-1) 

ここで，係数行列AおよびBはnxnの正方行列であり， Uは従属変数の n次列ベクトルである。ここで扱う系

では係数行列は従属変数 U1, Uz,…如の導関数を含まない。つまり準線形系である。非同次項C(U)はn次の

列ベクトルであり，従属変数の導関数を含まない。

(414) 



27 

基礎方程式系(13)式～（17)式を (F-1)式で表せばU,Aおよび B は次式になる。

U = (Cig, p, V g, VI, S /) T (F-2) 

ここで肩記号Tは転置行列を表す。 AとBはそれぞれ

Pg agpg ＊ 

゜ ゜ ゜-PI ai p[＋-TT1 gS PI” ) 

゜ ゜ ゜、A=I 

゜ ゜
ctg/Jg +Caga1p -Ca四IP

゜
(F-3) 

゜ ゜
-CagairP aIPI+Ca砂 IP

゜゜
咋 pgSg*Tg 

゜ ゜
aIPITI 

/JgVg agpg＊ "'Vg agpg 

゜ ゜-PIV/ 叫 Pl,町＋ユTTSl Pl ” Vg) 

゜
aIPl 

゜B=  I agpggH ag a:g（p gVg+Ca,pv,) -Caga1pVg 

゜頑 (f%゚―PggH) aI -Ca砂 IPVJ 巫p1v1+Cag仰 g)

゜屯 P凶g＊叫Vg

゜ ゜
aIPlTIVI 

(F-4) 

ただし， （F-3),(F-4)の両式を求める際に(14)式の DS1/Dt1を含む項は (17)式を用いて消去して

ある。

(F-1)式の特性根は次式の入で与えられる。

det(Aーい B)=O (F-5) 

非同次項Cは特性根の定義によりこの式に含まれない。 (F-5)式に (F-3)，(F-4)の両式を代入し

て得られる行列式を展開すれば

T•S 
入/{ pg心〔叩gAg（砂＋Cagp心）（砂＋ユ—- PJ’’ 心）

T1 

+Cct加（p凸＋吼凸）が一凶p1(Pg心＋C叫—撃IPIPg*(f% -pggH)心〕

蟷 gP山 lpgpg*(p山＋Cag臥g)ゲ＋caIPIPPg"びI2-pg(Pl幻＋C瓜g)

-aぷgH(p'入汁Pl
T・

s 

”一旦入
Tl 

g)〕＋％叩gPlf } = CI 
rag 

(F-6) 

ここで 心＝入ーVg,入l=入ーVl (F-7) 

(F-6)式は 5個の特性根を有する。その中の 1根は直ちに

入1=0 (F-8) 

或いは (F-7)式を用いて

ふ＝Vt ・ (F -9) 

特性根と安定性の関係 (E-4)式かられは (107)式から求まる液相エントロピーの摂動の非常に高い周波数

成分の位相速度 w1/k に等しい。

(415) 



28 

次に残りの 4 個の特性根の中には Vg+~亡Pg)gH と vl_」 a四I(g-Pg)gH （気泡流に
agPjr+aIPg agPl+aIPg 

対しては H=O とするので各値の第二項は零）の間q直を有するものがあると仮定すると(F-6)式の大括弧内に
おいて入 および入1のオーダの 4次項はそれらの 2次項に比べて無視できる。 3次項と 1次項はない。その結
果次式を得る。

ag(pg＋叩g*（fm―PggH)〕ゲ＋叩心＋C瓜g入！辺ga！frag=0 
この式を (F-7), (43)および (44)の各式を用いて書換えると

2 
(agPI＋叩g＋Cp)a -v)2 --〔 (a1孤 g)Pg Pl +aga/p1pg*(J;叫―pggH)

p 

C 
＋了 (a1p,辺 gpg)p、Jvgl (ii-V) -a四伍＋ l(a凸＋a13PJ-Cag叩）pgPI

Vgl 
叫 a麿 Pg*(伝 -pggH)〕万戸°

この式の解は

(F-10) 

(F-11) 

入2,3=V土A (F-12) 

ヽ

ここで VおよびA はそれぞれ (112),(113)の各式によって表される。非常に短い波長においては (E-4)式

から (F-11) 式に含まれる (A[-V) を（舟— v) で置換えることができる。その結果から (111)

式を導くことができる。 (F-]1•2) 式は気泡流 (j如i = 0, H=  0)に対しては文献 3)の(146)式と一

致する。 (F-12)式から入2,3の値は Vg+J竺竺；（ p亡 Pg)gH と V1-Jaげ I(p亡 Pg)gH （気泡
agp1+a1pg 凶 P1+a1pg

流に対しては H=O とする）の中間にあることがわかり，心および入，のそれぞれのオーダーの4次項を無視した
ことは妥当である。入2.3の値は実数または共役複素根になる。 (F-12)式の根号内が負の場合には共役複素根
となり (13)式～（17)式の基礎方程式系は楕円形になる。特性根の実数部は波の非常に短い波長成分の伝播速度
を表し，虚数部はその符号によってその波の成分の時間的な減衰または成長を表す。楕円型の系に対してはある
将来の時刻におけるすべての境界条件も与えなければならない。 もし与えれば現在の現象に対して将来の状況
が影響することになり初期値問題としては不適切である（,)適切であるためには特性根はすべて実数でなければな
らない。

以下においては密度波の非常に短い波長成分に関する基礎方程式系の安定性とその系の特性根の関係を簡単化
した基礎方程式系について説明する。

気液両相が非圧縮性で物質移動がなく，体積力も 8屯／8xに起因する力も働かない場合において基礎方程式
系(13)式～（17)式は次の (F-13)式～（ F-16)式の系で表される。

珈 g 叩―=O (F -13) Dt 
+ d,g 

8x 

D凶 8v1+ aIー＝
Dt 

0 (F-14) 
紅

Pg旱＋C叩（互旦＿立L)＝一翌
Dtg Dt1 Dtg I ax (F-15) 

PI DVt + C叩（互L＿旱)＝ー竺ー （F-16) Dh Dん Dt111 ax 
(F -15), (F -16)の両式から 8P/8xを消去する。そして(F-13)式～（ F-16)式の系を線形化
する。その際一様定常状態の各変数の値を改めて d,g,a1, V gおよび町とする＾そしてそれらからの摂動分を
それぞれ Jag,4① ,L1Vgおよび JV1とすれば

~+Vg翌況g竺五＝ O (F-17) 8t ox ox 
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寧 84a1 84V/ 

at 
十町 ＋a1 —ー＝ 0 

ax.  -・ ax (F-18) 

Pg（逆五拉g叫 g)＋C叩（叫g+v1竺五＿竺肛ー Vg邑
8t 8t 8x 8t ax,---.,~,at・-・ ax at ~t5 olx ） 

8AV1 8AV1 8』vl
=Pl (--＋町ー一）＋Cagp(-- ---at. -• ax I.  - -5,- ¥ at +iりg

8A v1 84vg 84Vg 

函 at
V/ 

ax 
) (F -19) 

(F-19)式を X に関して微分して得られた式に CF -17), (F -18)の両式を代入すれば次式を得る。

訊~+ 2V' が~+B竺生~=O
at 2'~ • ax at'~ ax 2 (F-c-20) 

ただし， B= 
叩 gVg2虹 gPIが＋CpVgVt

(F-21) 
屯p1+a1pg+Cp

rdg 
ここで V'は (112)式においてf = 0 (H= 0)とした値である。(F-20)式の特性根は

入＝ V＇士J(V'）2 -B (F-22) 

この式は検算すればわかるように (F-12)式において hag=O (H=O)とした式と同一である。このこ

とから (F-12)式と等価の (111)式と，さらに (111)式が導かれた (109)式に対応する (48)式の両式はそれ

ぞれ非常に短い波長および長波長の密度波に関する散逸関係式であることがわかる。

さて， 2.2節に示すように摂動 4agは次式で表すことができる。

収 g＝ぬei(Kx-ot) （F -23) 

ところで (111)式から導かれる k/lw(k)I は K→ 00の場合に有限値であるので (E-4)式を用いること

ができる。 (E-4)式を (F-23)式に代入すれば

4屯呵geik(x-it) （K→ OO の場合） （F-24) 

(F-12)式の特性根 J2.3が共役複素根の場合には入2,3=V'土i囚'(ただし，囚'=-iA'。V’ およびA’はそれ

ぞれ(112)式および (113)式においてlrag=O(H=Oi)とした値であり気泡流の場合を表す）で表される。そして

その場合には (F-24)式は (F-20)式を満足することが検算でわかる。従ってボイド率の摂動』agは最終的に次

式によって表される。

Adg＝年土kA't+ik(x-V't) (k→～の場合） （F-25) 

この式から特性根入2,3が複素根の場合には，その実数部はボイド率 agrの摂動の非常に短い波長成分の伝播速

度を表し，虚数部はその符号によってその波長成分の時間的な減衰または成長を表すことがわかる。

最後に残りの 2個の特性根を求める。 (F-7), (43)および (44)の各式を用いて(F-6)式の大括弧内を

(入-V)に関する式に書換えると

（ 
TS 

(pgp1+C¢）〔agPIPg*＋叩gPl/＋*  Pl”)〕(J-~v)4 

+｛(agPg-aIPI)（2PgPI+c仕）（agPIPg*＋PgaIPI1)＋叩gPI伍 (agpg一切IPI)

Tg”Vgl 
Pl } -2Ca屈〕一ー（入ーV)3 -(ag /:)I•十a1pg+Cp)pgp1 (J-v)2 

TI p 

c 〕仮PI+ 2〔（凶辺g)Pg Pl冠 ga12PIPg*（f%―pggH)＋了(a1p,r辺 gpg)p ――Vgl （入ーv)
p 

＋（入ーV)に関する常数項＝ 0 (F-26) 

この式の左辺を (F-11)式で割り，残余を無視すれば（入ーV)に関する 2次方程式を得る。この残余は（入

-V)の一 1乗以下の次数の項から成り，（A-V)の大きさは (F-27)式に遵かれるように断熱的音速のオ

ーダであるので残余は無視できる。得られる二次方程式から次の 2個の特性根を得る。

入4,5=v +Y'Vg／土 acne

ここで

(F-27) 

(417) 
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Y'= 
匁 Pg(Pt +Cp/2) -a,p, (Pg +Cp/ 2) +a四I2PIPg*（f巧―pggH)

(agp1+a1pg +Cp) p 
2 

＋ 
amne 

2(pgp1+C足）
{（aIPl辺 gPg)(2pgp1+Cp2、)(agPIPg*＋叩gp/)/(pgPI)

TS 
g II +a/〔Pg(3aiPI-a砂g)＋2Ca雇〕一 PiTI 

2. _. (agp1+aipg +Cp) p 
acne= 2 

pgp1+C炉 am加

amne = 
PgPl 

｝ 

〔＊ （ T~ agp,pg* +a,pg (p[＋一p/’'r, )〕p

(F -28) 

(F -29) 

(F_:_ 30) 

acne は蒸気相が熱的平衡にあり，液相が熱的非平衡にある二相流の各流動様式における音速である。例えば層
状流に対してはC（仮想質量係数）＝ 0として得られる。

(F-27)式の特性根 h,5は初期状態が熱的平衡状態にあれば T,=T；であるので次式になる。
入4,5=v+ YVgt土ac (F-31) 

ここで

aげ＝
(agp1+a1pg +Cp) p 

PgPt+Cp2 
a~ 

ai = PgPI 
〔agPIPg*＋aIPg (p/＋PI’'）〕p

Y= 如 g（PI+cp/2)-aIPl(Pg+Cp/2)＋a砂I2PIPg*“ag-Pg-gH) 
(agPl+amg+Cp)p 

qL__ fr_, ___, ・- ¥r0 __  --1_n_2¥r _, __  * ＋ 
2(pgp1+C炒）

{ (a1p1辺 gpg)(2PgPt+C応 (agp1pg*+a,pg瓜）／PgPl

十①〔Pg(3aIPl-agPg)+2Ca屈〕Pl”}

（切）

(98) 

(120) 

(F-31)式の特性根入4,5は(E-4)式の関係により (122)式即ち圧縮性波の非常に高い周波数（非常
に短い波長）成分の伝播速度に等しい。
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