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Abstract 

A numerical method is developed for analyzing the potential flow around a screw 

propeller based on the lifting body theory. The method is exact in the sense that the 

boundary conditions are satisfied on the surface of the lifting body and the 

time-dependent wake is predicted. Doublet and source distributed on the surface of the 

lifting body are determined by the internal Dirichlet boundary condition _and the 

external Neumann boundary condition respectively. The problem is governed by the 

boundary integral equation in which the unknown is the velocity potential on the 

surface of the lifting body. The solution of the integral equation is obtained by 

employing a surface panel method. The general method is presented for calculating 

the surface integral over each of the panels. Accurate numerical solution can reach the 

exact solution for the potential flow around a propeller. The solution allows the 

calculation of the velocity and the pressure around the propeller as well as on the 

blade of the propeller. 
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1. 序 言

最近の数値流体力学の研究の進歩にはめざましいも

のがあり，ナビア・ストークス方程式を扱ったその手

法が，多くの流体機械の流力現象を手軽にシミュレー

トする日も遠くない様に思われる。しかしながら，粘

性影響を物体後流渦層で近似したポテンシャル流の解

析法は既に広く応用段階に達している。この方法は，

ポテンシャル流場の境界における境界条件から導かれ

る境界積分方程式を解くもので，パネル法と広く呼ば

れ，使い方さえ適切であるなら応用価値の高いもので

ある。剥離位置が翼後縁となるプロペラ翼の場合は格

好の応用例と考えられ，この方法によって，プロペラ

周りの流場のシミュレーションを行うことは，実用上

極めて有益と考えられる。

一方今日のプロペラ理論の中心は薄翼理論を前提と

した揚力面理論である！）。その数値解析法は，電子計算

機の大型化により Mode Function法から Discrete

Function法に移ってきた様である。前者は，理論の前

提を大胆に仮定し，数値計算は極力厳密に進める。後

者は，理論は汎用性の高いものにしておき，それを数

値計算で補なってゆく。従って後者の場合，前者に比

べて方程式のマトリックスはかなり大きくなる。しか

し，汎用性が高いとは言え，揚力面理論である以上薄

翼理論の域を出ない。 DiscreteFunction法の様な大

マトリックスを用いるなら，それよりマトリックスを

2倍にすることにより翼上下面のパネルに未知数をと

ったパネル法により完全に非線形な厚翼理論を展開す

る方が，理論の汎用性は格段に高くなり有利である。

これは揚力面理論に対して揚力体理論と呼ばれる。こ

の方法では，数値計算の精度を上げてゆくことによっ

て，任意揚力体周りのポテンシャル流の厳密解に限り

なく近づくことができる点が重要である。また，パネ

ル法の応用は，古典的なプロペラ理論と同様にプロペ

ラ翼特性を把握するという姿勢に変りはないが，プロ

ペラ翼周りの局所的な流場を厳密に解析する点にかな

りの比重がかけられているところに一つの特徴がある。

本論においては，プロペラ周りの 3次元流に対して，

流体を非粘性非圧縮性非回転と仮定し，翼後流渦の厚

さを無限小とし，それ以外の流体には速度ホ゜テンシャ

ルが存在するものとして， 3次元ポテンシャル流の非
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線形問題を数値的に解析する方法を展開する。このよ

うに，揚力体に対するパネル法をプロペラ解析に応用

した例は既に幾つかある 2)～4)。凌ら 2)は，境界要素法の

直接法によってプロペラ解析を行った。また， J. L. 

Hess et. al.3)は，揚力体表面に source分布と渦層分

布を置く方法によってプロペラ解析を行った。パネル

法の計算法には，特異点をどこに分布させるか，特異

点としてどの様なものを用い，何を未知数に選ぶか，

また，境界条件をどの様な形で導入するか，等により，

多数のものがあるので5)-10)，揚力面理論の場合と同様

に，今後幾種類もの計算法がプロペラ解析に応用され

るものと思われる 4)。本論においては，揚力体表面上の

速度ホ゜テンシャルを未知数とする境界積分方程式を扱

った極力単純な計算法を採用する。揚力体表面に dou-

bletとsourceを分布させ， doublet分布は揚力体内側

の Dirichlet境界条件により， source分布は流体側の

Neumann境界条件により決定する。まず，高精度計算

のための一般論を展開し，その第 1近似としての低次

パネル法の具体的数値計算式を示す。この方法は， B.

Maskew”の定式化を踏襲したものであり，均一流中

のプロペラの場合は， L.Morino6)の方法を踏襲した凌

ら2)の計算法と墓礎式が同一となるが，パネルの作成

法や計算法はかなり異なっている。

2. 揚力体のポテンシャル流の基礎理論

2.1 ポテンシャル流

無限に広がる流体中を揚力体が任意運動する場合を

考える。流体は非粘性の完全流体とし，揚力体後部の

自由渦を除く部分で渦無しと仮定すると，速度ポテン

シャルのが存在し，速度ベクトル Vは

v=[1の (2.1.1)

と表される。更に流体は非圧縮と仮定すると，連続の

方程式は

[12の＝0 (2.1.2) 

の様に Laplaceの方程式となる。

この方程式を所定の境界条件のもとに解いてのが

定まると (2.1.1)式により速度が定まり，圧力方程式

立＋上が十Q+lt=P, 2...,., ~~, at C(t) (2.1.3) 

又は

p'1 —+ 2+9+ aの 1
p 万qr at―？正C(t) (2.1.4) 

から圧力 Pを求めることができる。

ここに， 9は外力のポテンシャル， C(t)は時間 tの任



意関数であり，

q=I VI 

qr=| v-V | 

V=IVI 
} (2. 1. 5) 

V=U+(I)Xr 

である。 Vは揚力体の運動速度ベクトルであり，

(2.1. 4)式は揚力体から観測した表示式で，その a(J)/at

は揚力体固定座標系での時間偏微分である。

2.2 ポテンシャル計算の定式化

境界 Sで囲まれた流場のポテンシャル場の解析を

考える。 (Fig.1)速度ポテンシャルのは Laplace方

S。

s
 こ
匝

Fig.1 Fluid domain and boundary 

程式(2.1.2)を満足するので， Green's identity for-

mulaにより

炉— fnff~+ds+-&Jfの贔，（｝）dS (2.2.1) 

と表すことかできる。ここに，積分範囲は流体を囲む

総べての境界面，即ち，揚力体表面 s,後流渦表面

w,及び無限遠境界面ふであり， rは観測点と積分点

の距離であり， a/an'は積分面の法線微分で流体側に向

く。

ここで揚力体内にも流場を仮想しそこの速度ポテン

シャルを(/)Iと書き，積分面の揚力体内側向の法線微

分を a伶n,と書くと， Green'sidentity formulaによ

り，流場内で

O= --& !1 ~ +ds+-& !1 (/);¾(+)ds (2.2.2) 

となるから， （2.2.1), (2.2.2)式から

(/)=--&!1叶ds+-&flµ¾(+)ds 

--& fl+s~ 1の14H)Jw+s~ an'r dS 

+1しffW＋ふの /n,(¾)ds
となる。ここに

μ=＠ーの1

3 

(2・2・3) 

(j= 
a(/) 

＋ 
a(/)1 

Jn''an, 

と書いた。 (2.2.3)式を整理すると

(/)＝ (/)D+ (/)s＋釘十 (/)00

飢＝ ifiµル(¼)ds
(/)s=i¾ f 1 (j•¼ds 

のw=4[ffW砂 w嘉7(+)ds

(/)oo= 
1 rr a(/) l 

-4』OOan'-}＿dS 

＋心fiOO(/)¾(+) dS (2. 2. 10) 

と書ける。ここに9(/)l)は物体表面 S上の強さμの

doubletによるポテンシャル9 (/)sは S上の強さぴの

sourceによるポテンシャル，のwは後流渦の寄与によ

るポテンシャル9 (/)00は物体が存在しない場合の速度

場のポテンシャルである。後流渦層は厚みが無いもの

と仮定し，従って source項は無く，（2.2.9)式の 4(/)w

は後流渦面の上下面におけるポテンンャル飛躍であり，

積分面 W は上面側片側のみとする。

ヽ
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(2.2.6) 

(2.2.7) 

(2.2.8) 

(2.2.9) 

2.3 翼後縁条件

揚力体の後方には一般に自由渦か流される。本論に

おいては，それを厚さの無い曲面 W で表わし，揚力体

表面 Sと W との接点位置即ち剥離位置は既知と仮定

する。

Sから剥れた流れは W上に乗る。この過程で翼後

縁の Kuttaの流出条件か満たされる様にする。それに

は，翼後緑 S上の上面側のポテンシャルを (/)TU, 下面

側を (/)TLとし，それから続く W の最前部のポテンシ

ャル飛躍を』のw とし，

』のw=(/)Tu-(/)TL (2.3.1) 

とする。 (Fig.2)

□ 匝TL

Fig. 2 Condition at trailing edge 

W の後部においては， 4加の強さを保ったま、流
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れに沿って流されるものとする。

2.4 境界積分方程式

ポテンシャル表示式(2.2.6)において，観測点が面 s
上の場合'(/)[Jの積分は特異性を示し，流体側 S上の値

如と揚力体内 st.の値 (/)l)ーとはそれぞれ

砂＝土い＋心州贔(-;-)ds (2.4.1) 

となる。ここに記号ffは，特異点近傍を除いた積分を

表す。

上式(2.4.1)及び(2.2.4), (2.2.6)式を用いて， S面

上の流体側のポテンシャル表示式を求めると，

ーい(/)-(/)1) ＋心仕((/)ーかん（ ~)ds
= (/)1 - (/)s-(/)w-(/)00 (2.4.2) 

が得られる。

これは，パネル法における一般的な境界積分方程式

と考えられるか，境界面 S上の揚力体内側のポテンシ
チ•

ャル (/)1と，流体側の法線速度 a(/)／an'の値，揚力体内

側の Dirichlet境界条件と流体側の Neumann境界条

件とから与えると 9 (/)-(/)1に関する第 2種の Fred-

holm型の積分方程式となり，これにより解は一意に

決定する。

我々 は， ここで

(/),=(/)00 (2.4.3) 

と置く。このとき (2.4.2)式は

--½((/)-(/)。）＋ 417[ 仕((/)-(/)00)土(f)ds
=-(/)s-(/)w (2.4.4) 

(/)、＝し］］］｛ば—竺｝（｝）dS

如＝一心ffW吟羞(+)ds
となる。

(2.4.5) 

(2.4.6) 

揚力体の運動条件から
a(/) 、、

an' か与えられ，無限遠の流

0(/)OO 
場条件から か与えられると (/)sは既知となる。ま

on' 
た， 4(/)wも前の時間ステップの値から既知であり 9 (/)w 

もはゞ既知である。即ち，甚本的には（2.4.4)式は，右

辺を既知とした(/)-(/)~に関する積分方程式となる。

たゞし，翼後縁の流出条件から，翼後縁に接する伴流

パネルの 4(/)wは翼面のポテンシャル (/)TU,(/)mを用

いて表されるので，その部分は未知項となる。その具

体的な式を示しておく。後流渦面 W を翼後縁近傍部

(486) 

分の飢と残りの W-WTに分けて

釘＝心fWT((/)TUー釘）ん(+)ds

+fir fl-WT砂 wん(+)ds (2.4.7) 

と書くと，右辺第 1項には未知数 ((/)Tu-(/)Tl)が含ま

れ，右辺第 2項は既知である。従って積分方程式は

-t((/)-(/)00)＋心仕((/)-(/)00)ん(+)ds

＋心fWT（如—釘）嘉1(+)ds
= -(/)s-(/)W-WT (2.4.8) 

(/)s ＝i¾f1｛已— ~}(+)ds (2.4.9) 

(/)w-WT= iffw-WT砂 wん(+)dS (2. 4. 10) 

となる。但し，特別に定常翼の場合は9 (/)W-WTにおい

ても 4(/)w=(/)Tu-(/)Tlと置いて9 (/)W-WTも左辺の未知

関数として扱えば， W の形状を既知と仮定する場合，

時間ステップの逐次計算が不要となる。

積分方程式を解いて (/)-(/)00が求まると，速度場等

は

v=[1(/)＝[1（(/)-(/)oo) +[1(/)00 (2. 4.11) 

a a a 
祝 <J)=記<I>―<J>oo)＋亙<J>oo (2.4.12) 

から計算できる。

[7のの計算は，ポテンシャル場の微分で求められる

が，次式の積分式で直接計算することもできる。

[7 <I>=[7のv+[7<I>s+『<I>w+[7<I>oo (2.4.13) 

”D＝贔fi叩んc~)dS (2. 4. 14) 

”s=~ Ji 6l7(})ds (2.4.15) 

[7(/)w＝心ff日(/)w[7羞(¾)ds (2.4.16) 

3. 数値計算法

3.1 パネル法

前節の境界積分方程式において，未知関数を

μ=(/)-</Joo (3.1.1) 

と書くと，

―}µ＋立州羞(~)ds＝一のs- 釘 (3.1.2)
である。パネル法においては境界積分面を面素パネル

に分割しその集合で表わす。揚力体表面 Sをパネル曲

面ふの集合 2Slで表わすと



-tµ十訂7[Elµ贔(¾)ds＝一のs⑳w
(3.1.3) 

となる。この境界積分方程式は，各パネルの標点ごと

に立てられ，従って，パネルの数だけ連立することに

なる。

パネルごとの積分

卯＝ 1 7[fil μ贔，（+)ds (3.1.4) 

には未知関数μか含まれるので，それを

μ=2-
1 

~m!n! 
叫ぷ'myrn

1 = moo+ mIOX'+ mo1 Y'+-¾-m20X'2 
2 

1 
-t-m11X'Y'+¾mo2 Y'2+……（3.1. 5) 

2 

とパネル座標 X', y'の多項式で近似する。パネル座

標とは，パネル曲面ふを最も良く近似する平面をパネ

ル平面と呼び，その面内に X, y軸をとり，それに垂

直に流体側向に Z軸をとった座標系であり，それの具

体的な決め方は附録に示した。このとぎ係数 mmnの値

は，当該パネル及びその近傍パネルの標点におけるμ

の値凡を用いて

M 1 
μ= 2W疋 k[Cエ＋c忙X'+Co/ Y'+-¼C2r/X'2 

k=o 2 

+ cllkX'Y'＋ -}c(）2K Y'2+…] （3.1. 6) 

と表示することかできる。ここに WKは菫み関数であ

り，係数 Cmnkは最小自乗法等で決める。これを用いる

と境界積分方程式は

ーい事w詔エーし-Cmnk2 l k=0 m,n m ! n ! • 

417[几X'mY'n--k(+-)ds j = -(/)s一のw

となる。特に低次パネルの場合 M=Oと置いて，

1..., 1 rr a 1 1 万μ十切圧り［玩し）dS=-(/)s-(/)w

(3.1.8) 

(3.1.7) 

となる。

さて、後流渦の寄与によるポテンシャルのw も後流

渦面 W をパネル分割して計算するか，前節にも示し

たとおり，翼後縁の Kuttaの流出条件を満足するため

に， Wのうちの翼後縁に接するパネル W／ーは特別の扱

いをして (2.4.7)式の様において，結局，積分方程式は

ー；＿μ＋翫喜几羞(+)ds心 (μTU-μn) 

5 

ifW`9(］9)dS= -([)s一のW-WT (3. 1. 9) 

(/)s＝叫嘉[,芯｝•i¾几 (+-)ds

釘 WT=ご4(/)り 4[ffWl'、1,(f)ds
となる。

3.2 パネル面積分法

パネル法においては、 各パネルごとに面積分を行う

が，ポテンシャル計算に対しては

(/)m=1 冗fl111-fn, (~)ds (3. 2.1) 

瓜＝己f11a(;)ds 
(/)m= 4[ffWl』(/)Ha(:,(}-)ds 

速度計算に対しては

[7(/)m＝心fll!-l『()：'（りdS

”s:＝—止爪v(;~)ds

dS=RndX'dY' 

凡＝✓［袈，）』＋（（；］！）2+ （塁：〗
となる。

次に関数 μ,(J等か

μ=  ~ ~ X'm Y'" 
#i:':zm!n! 
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(3.2.4) 

(3.2.5) 

{7(/)Wl＝心ffW1』(/)li『b(f)ds (3.2.6) 

を計算することになる。ベネル内で被積分関数及びバ

ネル形状の変化率か小さいことを前提に近似計算を展

開する。

(3.2.3), (3.2.6)式の叶算は (3.2.1), (3.2.4)式と

全く同様にすればよし、ク）で，以Fに(3.2.1), (3.2.2), 

(3.2.4), (3.2.5)式の叶算法を考える。

附録に示したパネル）限標 XYZを用いると，パネル

曲面ふは

B(X', Y', Z')=[-Zs(X', Y')=O (3.2.7) 

と表わされ

a → 

孤
=n'『'

= { if -a-l, + (;~-]直 a} ax'ax', aY'aY', az'az' /Rn 

(3.2.8) 
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(J = ~~x,my,n 
#z.'nm!n! 
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①
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と

き

る

H炉＝ ~ffX'mY'n~a~( ｝）凡dX'dY'

H炉＝ ~ff炉Y'n-h （-］）凡dX'dY'

Hln=-i] ff X'my'na~（｝）凡dX'dY'
(3. 2.15) 

G翌＝ ；；ffx'mY'喜;~(+)dX'dY' 

G悶＝己 ffx'my噂，り喜~-(+)dX'dY'

G悶＝ ；；ff正 Y噂7 az公(+)dX'dY'

G評＝ ；； ff正 Y'胄謡~(+)dX'dY'

Cげ＝ ；； ffx'my'n~_a喜r(-~)dX'dY'
-l G界＝ X'my'naB が 1~ ff X'm Y'n~ afar(+)dX'dY' 

G翌＝ ；；ff X'm Y'nif ak,(+)dX'dY' 

C翌＝；: ff x'myrn翌，訂乳喜(+)dX'dY'

C閉＝ ；； ff炉 Y'n 誓，一｀~-(+)dX'dY'
(3.2.16) 

ただし，上式の積分範囲は，パネル平面 S'／即ちパネ

ル曲面 Sの XY面上投影平面とする。

上記の関数を用いると (3.2.1)、（3.2.2)式に対し

卯＝一芦 ~[G閥＋ c辟＋ c(呼］ （3. 2.17) 

如＝2 Smn 几門n
~m!n! 

(3.2.18) 

また，（3.2.4). (3.2.5)式に対し

(488) 

[7(/)m= —芦 ~[{G煕＋ G評＋ G翌｝I

+{G悶＋G界＋G翌｝J

+{G煕＋G界＋G酌 K]

(3.2.19) 

[7(/)s1=~~[H炉I+H炉J+HrK]~m!n! 
(3.2.20) 

となる。ここに I,J, Kは X, Y, Z軸方向の単位

ベクトルである。

一般にパネルふ内において Z'＝み(X',y'）は微小

と考えてよいから

1 l Z 
ー：：：：：：：—＋→Z'+

l -1 3Z2 
r p p 2 { p3 + p5 }か＋…（3.2.21)

1 1 3Z l { -3 15Z2 
戸：：：：：：：戸＋炉 Z'＋2 p5 + p7 }か＋…

(3.2.22) 

l 1 5Z l{-5 
戸：：：：：：：？＋ p7 Z'＋ 2 p7 + 

35Z2 
p , }か＋・・・

(3.2.23) 

r= ✓（X-X'）汀IT~ (3.2.24) 

p= ✓（X-X')旦(Y- Y')2+Z2 

応 l+}｛噂）2+（塁）2}＋…

ここで更に

1 
Z'□合(X', y'）望ぷ'+do1Y'+ ¾d20X'2 

2 

1 
+ -i-Zdo2H m,n+z,. :1 +・・・・・・

2 

Gom点：：：：：：ーdw(XHm,n.― l̀-Hm+l,n,-3) 

-d20(XHm+l,n,-:i-Hm+z,n,-3) 

-dll(Xffm,n+l,-3-Hm+l,n+l,-3) 

＋・・・

Go'V：：：：：：ーdoi(YHm.n,-3-Hm,n+l,-3) 

-d11(YHm+l.n,-3-Hm+l,n+l,-3) 

-d。2(YHm,n+t,-3-Hm,n+Z,-3) 

(3.2.25) 

(3.2.26) 

1 
+ dllX'Y'+-¼d。2 炉＋…（3. 2. 27) 

2 

と仮定し，

Hmnk＝コ11,,X'my'npkdX'dY' 
4冗 Sl' 

Y'npkdX'dY'(3. 2. 28) 

と定義すると，次の諸式を得る。但し， S/はパネル平

面，即ち，パネル曲面 Sの XY面上投影平面である。

H『こHm,n,-1+ ZdwHm+l,n,-3+ Zdo1Hm,n+l,-3 

1 
+¾Zd20Hm+2,n,-3+ Zd11Hm+1.n+1,-3 

2 

(3.2.29) 



＋・・・

G屈n:::,,,ZH m,n,-3 -d10H m+l,n,-3 -do1H m,n+l,-3 

1 -？め。Hm+2,n,-3 -d11H m+l,n+l,-3 

1 
--1:,do2H m,n+2,-3 

2 

+3Z叫 Hm+1,n,-s+3Z叫 Hm,n+l,-5

3 
+¾Z如Hm+Z,n,-5

2 

3 
+3Z叫Hm+l,n+l,-5+¾Z2伽Hm,n+2,-5

2 

＋・・・

(3.2.30) 

HJn:::,,, -{XHm,n,-a-Hm+l,n,-3} 

+ [ -3d10Z{XHm+1,n,-s-Hm+2,n,-s} 

-3d。1Z{XHm,n+1,-s-Hm+l,n+l,-5} 
3 -¾dzoZ{XH 
2 

m+2,n.-5-Hm+3,n,-5} 

-3d11Z{XHm+l,n+l,-5-Hm+Z,n+l,-5} 

3 
--d02Z{XH 

2 
m.n+2.-5-Hml,n+2.-5}］ 

＋・・・

H炉:::,,,-{ YHm,n,-3-Hm,n+l,-3} 

+[ -3d10Z{ YHm+1,n,-s-Hm+l,n+1,-5} 

-3d。1Z{YHm,n+l,-5-Hm,n+z,-s} 
3 

万伽Z{YHm+Z,n,-5-Hm+Z,n+1,-s} 

-3d11Z{ YHm+l,n+l,-5-Hm+l,n+z,-s} 

3 
m,n+Z,-5 -H m,n+3,-5}] --d。zZ{YH

2 

＋・・・

H戸 :::,,,-ZHm,n,-3

+ [d10{Hm+1,n,-3-3Z2 Hm+l,n,-s} 

+d。I{H m,n+l,-3 -3Z2H m,n+l,-5} 

1 
+-d20{Hm+2,n.-3-3Z2Hm+2,n,-5} 

2 

+ d11{Hm+1,n+l,-3-3かHm+l,n+l,-5}

1 
+ ¾doz{H m,n+Z,-3 -3かHm,n+2,-5}］

2 

＋・・・

(3.2.31) 

G翌丘[-d10{H m,n,-3 -3X叫．n,-5+ 6XH m+ l,n,-5 

-3Hm+2,n.-5} 

-dzo{Hm+l,n,-3-3X2 Hm+l,n,-5 + 6XHm+2,n,-5 

-3Hm+3,n.-5} 

-d11{Hm,n+l,-3-3X叫．n+l,-5

7 

+ 6XH m+l,n+l,-5 -3H m+Z,n+l,-5}] 

十・・・

G翌丘[-d。正3XYHm,n,-s+3YHm+l,n,-5 

+ 3XH m,n+l,-5 -3H m+l,n+ 1,-s} 

-dn{-3XYHm+1,n,-5+3YHm+2,n,-5 

+ 3XH m+l,n+l,-5 -3H m+Z,n+ 1,-s} 

-d。z{-3XYHm,n+1,-s+3YHm+l,n+l,-5 
+ 3XHm,n+2,-5 -3Hm+l,n+2,-5}] 

＋・・・

G翌~-3Z{XHm,n,-5-Hm+1,n,-5}

+ [ -3d10{ (-XH  m+l,n,-5 + H m+Z,n,-5) 

+5Z2(XHm+l,n,-7-Hm+z,n,-7)} 

-3d叫(-XHm,n+l,-5 + Hm+l,n+l,-5) 

+5が(XHm,n+l,-7-Hm+l,n+l,-7)} 

3 
--d』(-XHm+2,n,-5+Hm+3,n,-5)

2 

+5か(XHm+Z,n,-7-Hm+3,n,-7)} 

-3du{(-XHm+l,n+l,-5+ Hm+Z,n+l,-5) 

+5Z2(XHm+1,n+l,-7-Hm+Z,n+l,-7)} 

3 
--d叫(-XHm,n+2,-5+Hm+1,n+2,-5)

2 

+5Z2(XHm,n+2,-7-Hm+l,n+Z,-7)}] 

＋・・・

er;:'.::,:: [ -d10{ -3XYH m,n,-5 + 3 YH m+l,n,-5 

+ 3XH m,n+ 1,-5 -3H m+ 1,n+ 1,-s} 

-d』-3XYHm+l,n,-s+3YHm+z,n,-5 

+ 3XH m+l,n+ 1,-5 -3H m+2,n+1,-s} 

-du{-3XYHm,n+1,-s+3 YHm+l,n+l,-5 

+ 3XH m,n+Z,-5 -3H m+l,n+z,-s}] 

＋・・・

G界=[-d。l{Hm,n,-3-3Y2Hm,n,-5
+6 YHm,n+1,-5-3Hm,n+2,-5} 

-du {H m+l,n,-3-3 Y2 H m+l,n,-5 

+ 6YH m+l,n+l,-5 -3H m+l,n+2,-5} 

-d。z{Hm,n+l,-3-3Y2Hm,n+J,-5 
+ 6 YH m,n+Z,-5 -3H m,n+3,-5}] 

十・・・

G『9=-3Z{YHm,n,-5-Hm,n+1,-5} 

+[ -3d10{(-YHm+l,n,-5+ Hm+l,n＋ぃ）

+5Z2(YHm+l,n,-7-Hm+l,n+l,-7)} 

-3d叫(-YH m,n+l,-5 + H m,n+Z,-5) 

+5か(YHm,n+l,-7-Hm,n+Z,-7)} 

3 
―万必o{（-YHm+2,n,-5+Hm+2,n+1,-5) 

(489) 
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+5か(YHm+2,n,-7-Hm+z,n+l,-1)} 

-3du{(-YHm+,,n+l,-5+ Hm+l,n+z,-s) 

+5Z2(YHm+l,n+l.-7-Hm+l,n+z,-1)} 

3 
万 d叫(-YHm,n+2,-5+Hm,n+3.-5) 

+5Z2(YHm,n+2.-1-Hm,n+3,-1)}] 

＋・・・

G究~[-d10{-3Z(XHm,n,-s-Hm+l,n,-s)} 

-d20{-3Z(XHm+1,n.-5-Hm+2.n.-5)｝ 

-dn{-3Z(XHm.n+1.-5-Hm+1,n+1,-5)｝] 

＋・・・

GrE[-d。l{-3Z(YHm,n.-5-Hm.n+1.-5)｝
-du{-3Z(YHm+1,n,-s-Hm+1,n+1,-s)} 

-d叫ー3Z(YHm,n+l,-5-Hm,n+z,-s)}] 

＋・・・

G笈三{Hm,n,-3-3かHm,n.-5}

+[-d10{9ZHm+l,n,-s-l5かHm+l,n,-7}

-d。1{9ZHm,n+1,-s-l5かHm,n+l,-7}

1 
--d20{9ZHm+2,n.-5-15かHm+Z,n,-7}

2 

-d』9ZHm+l,n+l,-5-l5かHm+l,n+l,-7}

-d。A9ZHm.n+2.-5-15かHm,n+2,-1}]

＋・・・

(3.2.32) 

3.3 関数 Hmnkの計算法

(3.2.28)式で定義された関数 Hmnkの計算は，関数

H(M,N,K)= j 1 (X-X')M(Y-Y')N 
~dX'dY' 

Si'p  

(3.3.1) 

を定義して

Hmnk= 
-l m m n n 

石芦。C)xバ— 1)1乱）□ （-1)8H(r,s,-k)], 

,，， 9 

(3.3.2) じ）＝ r！（；こr)！
から計算する。ここに pは(3.2.25)式で定義されてい

る。

3.4 関数 H(M, N, K)計算の漸化式

(3.3.1)式で定義された関数 H(M,N, K)を計算す

るには，以下の漸化式を利用する。たゞし，以下にお

いては，パネル平面 Si'の形状は多辺形と仮定する。

M+l 
H(M +2,N,K)=~H(M,N,K -2) 

k-2 

(490) 

心 k1-2凡(M+ l,N,K-2) (3.4.1) 

H(M,N+2,K)＝岱＿＋｝H(M,N,K-2)

心 k1-2凡(M,N+l,K-2) (3.4.2) 

(K-M-N-2)H(M,N,K)=KZ2H(M,N,K +2) 

＋区FiM+l,N, K)＋四FiM,N+l, K) (3.4.3) 

ここに 2は多辺形パネル S（の各辺についての総和

を表し，また

凡(M,N, K)= fr y2 (X -X12)M(Y-Y')N 
Y, ~dY' 

(3.4.4) 

FT/(M, N, K)= -i X2 (X-X')M(y―咋）N
-dX' 

X12=X此＋X占Y'

Y12= Y1~ 十 Y心X'

Xl p |¢,＝ Y12 

(3.4.5) 

(3.4.6) 

.(3.4.7) 

である。ここに (Xi, Yi), (X2, Y2)は辺12の両端点の

座標である。

次に関数

Jim, k)= fv~2 Y'm ✓axY'2+bxY' ＋ CxhdY' 
YI 

(3.4.8) 

11/(m, k)= fx~2X'm✓ay炉＋ bぷ'+CyhdX'
XI 

(3.4.9) 

を定義すると， FiM、N, K), Fry{M, N, K)は

Jim, k), 11/(m, k)の線形結合で表される。

Jim, k), 11/(m, k)を計算するには次の公式を利用

する。
k 

I(m, k)= fい訳＋bX+c"dX (3.4.10) 

k +2 
1 

I(m, k)=~{xm-l✓ax臼 bX+c
(m+k+l)a 

(2m+ k)b 
2 

I(m-1, k)-(m-l)cl(m-2, k)}, 

(m+kキー1) (3.4.11) 

I(m, k)=al(m+2, k-2)+bl(m+l, k-2) 

+cl(m, k-2) (3.4.12) 

2(2aX+b) ~k+z 
1(0, k)= Ti 

(k+2)(b2-4ac) 
✓aX2+bX+c 

＋ 
4(k+3)a 

(k+2)(b2-4ac) 
/(0, k+2), (kキー2) (3.4.13) 

1 
/(0, -1)=-fe=-logl 2aX+b+2心(aX汗 bX+c)I, 

紅

(a>O) (3.4.14) 



3.5 低次パネル法

パネル法の中で最も低次の単純なパネルの場合を本

節に示す。

まず，未知関数等をパネルふ内で一定と仮定し，

μ=moo (m=n=0))  (3.5.1) 
び＝Soo (m=n=O) 

次に，パネルふの形状を平面と仮定し，

Z'=ZiX', Y')=O, d1o=d。1=d20=d11=d。2=0
(3.5.2) 

とする。このとき (3.2.29)~ (3.2.32)式から

G腔＝G評＝0

/／／;／〗／□：：；：／ば。[/:: :3: 

靡□口しYH/。。9,0-．3-3-H。,:::; l (3.5.6) 

となり，従って

砂 ＝ 一mooZHo,o,-3 (3. 5. 7) 

四＝ SooHo,0,-1 (3.5.8) 

”Dl= -moo[-3Z{XH。,o,-5-H1,o,-5} I 

-3Z{YH。,o,-5-Ho,1,-5}J 

+ {Ho.o,-3 -3Z2 Hi。,o,-5}K] (3.5.9) 

[7如＝Soo[-｛XH。,o,-3-Hi,o,-3} I 

-｛ YH。,0,-3-H。,1,-3}J
-ZH。,o,-3K] (3.5.10) 

となる。

上式の値を求めるには，次の計算式を用いればよい。

次式の導出は附録に示してある。

H(O, 0, 1) = ~{R12Q,2+l z IJd-1 z IL10 

＝ 
sgn(Z) 

H(O, 0, 3)=~[ -~]12+ L10] z 
H(l, 0, 3)=~S12Q12 

H(O, 1, 3)= -~Ci2Q12 

H(O, 0, 5)＝心[H(O, 0, 3) 

l 心 (R12似z2{*—嘉｝］
H(l, 0, 5)＝こ S12 必 S1百 (R立＋z心—!}

， 
H(0, 1, 5) ＝ -t2(R12『凸z仕—瓜｝ J 

(3.5.11) 

ここにパネル形状は多角形であり， 2は各辺に沿う積

分の総和を意味している。 (Fig.3)添字 1,2は頂点 1

Y
 R

 

x
 

Fig. 3 Integration over a side of a polygon 

から頂点 2までの意味である。また，辺の順序は， 0積

分の積分方向に従って， Z軸の正側から X,y面を見

て反時計回りにとる。また，

Q戸 logl(pz這）／（Plバ） 1 

]12=arctan{I Z ls2/R叩 z}-arctan{IZ I・ si/R12P1} 

R12=Sd(X'-X)+Ciz(Y'-Y) 

s = Ci2(X'-X) + 512(Y'-Y) 

C12=（ふーX1)/d12, 512=(Yz-Y1)/d12 

d12= ✓（ふーふ）2+ （匹一％）2

Pl= ✓(X-X1)臼(Y- YI)2+z2 

P2= ✓(X-X2)2+ （ Y- Y2)2+z2 

昴＝｛27[点(X, Y, 0)がパネル内部の場合

0 点(X, Y, 0)がパネル外部の場合

(3.5.12) 

である。 R12は点 (X', y'）が辺12上にある限り一定

で，点 (X, y)か辺12の左側のとき正，右側のとき負

となる。 Sの (X',y'）も辺12上にあるが，その値は X'

又は Y'の関数である。

4. プロペラ解析への応用

4.1 境界条件

第2.4節の境界積分方程式を再記すると，

—長— (/JOO) ＋ 4訊（の一 </Joo)心(+)ds

+ ifWT（如—如）ん(+)ds

(491) 



10 

= -(/)s-(/)w-WT (4.1.1) 

(/)s ＝iffi｛臼—竺｝（｝）dS (4.1. 2) 

叫 WT＝心ffw-WT4(/)w贔(+)ds {4.1. 3) 

である。

上式において， a(/)／cJn',a(/)oo/an'は境界条件から与え

られるが，それを本節において示す。

第 2章においては慣性系の空間固定座標 x,Y, zを

用い，第 3章においてはパネル固定座標 X, Y, Zを

用いたが，第 4章においてはプロペラ固定座標を用い，

それを改めて x,Y, z座標とし， Fig.4の方向に定義す

る。

Fz 

Mz 
0 ／ 

z 

(!)e 
↓ 

X 

Qご

My 
Y.「C-巳

Fig. 4 Coordinate system and definition of 

forces and moments 

直角座標系 x,Y, zと同時にプロペラ軸を中心とした

円柱座標系 x,r, 0も定義しておく。プロペラ翼の半

径 rにおける墓準螺線のピッチを 2砂とすると，半径

rにおける翼断面形状は基準螺線に沿って計ったえ

座標とそれに直角方向のぇ座標を用いて表すことが

できる (Fig.5)。

x~三□丘p
Fig. 5 Helical pitch angle 

プロペラ翼のレーキとスキューに対応させて，翼オ

フセット原点の r軸に対する相対位置を (xo,Bo)とす

るとオフセット座標（ふえ）と x,Y, z座標の関係は

y軸を 0=0とすると，

(492) 

x=xo＋ぇsineーえCOS€

r0= r0i。十えCOS€十ぇsine

y= rcos 0 
} (4. 1. 4) 

z=rsm e 
となる。

プロペラの作動状態は， X軸の負の方向に速度 Uで

進みながら X軸の負の向きに角速度 9で回転してい

るものとする。 (Fig.6)

~u 
ro. 

Fig. 6 Inflow velocity vector 

プロペラ形状が

B(x, y, z)=O (4.1. 5) 

で与えられたとすると，プロペラ翼面の単位法線ベク

トル n=nxi+nyj+nzkは

oB Ir, oB Jr, aB 
n戸孟／Rn, n戸丙/Rn, nz＝盃/Rn

R戸｀1(誓）2+(誓）2 +（誓）2 (4.1.6) 

で与えられる。この具体形は附録に示された様に計算

すれば得られる。”

プロペラ翼の運動速度ベクトルを

V=-Ui-QiX r (4.1. 7) 

と書くと，境界条件は

aaJ 
an' 

= V ・ n= -{Unx-f2Zny+f2ynz} (4.1.8) 

となる。ここに r=yj+zkは境界条件を与える点の位

置ベクトルである。定常作動状態の場合は u,Q一定

であり，過渡状態の場合は， u,Q は時間の関数とし

て変動する。

また，船尾伴流の速度ベクトルを

W=wxi+wyj+wzk 

と書くと，境界条件は

0(/)OO 

on' = W・n=i似 n叶 W心＋w心

となる。

(4.1.9) 

(4.1.10) 

均一流中の場合は W=Oである。不均一流中の場合

一般に空間に固定された分布であるので， W は本章の

プロペラ固定座標系からは Qtで時間的に回転してゆ

く。更に，空間に固定された分布自体が時間的に変動

する場合も W でシミュレートすることができる。

4.2 圧力と流体力

ポテンシャル場，速度場が定まると，圧力は第2.1節

の式に従って計算できる。また，それを積分すると流

体力を求めることができる。



本章においてはプロペラ翼に固定した座標を用いて

いるので，圧力は

p I 1 _ 2 I -・. I ljの 1—+—qげ十 gy+~--4:,-V2=C(t)P, 2'1,, ~.Y, at 2 (4.2.1) 

から計算する。ここに y軸を鉛直上方にとり pは流体

密度， gは重力加速度，

qr=lv-VI 

V=IVI 
} (4.2.2) 

である。無限前方の値に添字 0を付けると

p I 1 _ 2 I -・. I a(J) 1 —＋ー炉＋gy+---- Po aの。
p 2 at 2 い＝；十gyo+~

(4.2.3) 

であり

Cp= 
P-Po 
1 -pV2 
2 

2 

=1-
qr 2g 
v2 -V…_Yo)-Vず

2 a((JJ一の。）
at 

(4.2.4) 

更に， Po, Yo, の。として着目点の Poo, Yoo, の00を用い

ると

Cp= 
p_P00 炉 2 a（の一のoo)
l = 1 -い― vz·~ (4.2.5) 
-pV2 
2 

となる。

1パネルふが流体から受ける力 7s1は上述の Pを

用いて

了s1=-/11 npdS与— nPS1 (4.2.6) 
SI 

である。ここに，上記の最後の式においては， n,pと

もにパネルの代表値であり，ふはパネルの面積であ

る。

ふ＝H(O, 0, 0)＝こ
Xぷ— X2Y,

2 
(4.2.7) 

ここにこは各辺に対する総和を表す。

スラスト T, トルク Qの値は

T=~(-i)·7s1=~P·S1U·n) = ~p•S1nx 

(4.2.8) 

Q=~(i X r)·7s1=~-pふ(ixr)·n
l l 

=~-PS1{i x (yj+zk)} ・ n 
l 

=~-PS1{yk-zj} ・ n=~ -PS1{Ynz-Zny} 

(4.2.9) 

ここにこは全パネルの総和を表す。

プロペラシャフトフォース Fy・Fzとモーメント My

11 

Mzの値は

FY= ~j ・ 7 s1 = ~ -pSi(j ・ n) = ~ -PS1 ・ ny 
l l 

(4.2.10) 

Fz＝こK•7Sl=>-PSl(K·n) ＝2-PS心
l l 

(4.2.11) 

My=~[zi•了s1-xk· 7s1]=~-PS1{znx-x叫

(4.2.12) 

Mz＝区［y（ -i)•八＋xj•了s1]

= ~ -PS1{-ynx+ Xny} 
I 

(4.2.13) 

1 

無次元表示は慣例に従って

T 四 S心 ~¾P V2CpS1nx 
k戸＝ l ＝ 1 2 

pn心 p(Q/2ザ (2ro)4- p(Q/2ザ (2ro)4

＝叫J戸げ）］cp(2嘉nx (4.2.14) 

KFy=-di勾＝一翌｝｛r＋が([)]cp(2忍戸
(4.2.15) 

KFz=-di勾＝—判｛f＋が(fo-)2}c噂〗加

k炉

(4.2.16) 

Q _ ~-PS1{Ynz-Zny} 
l 

吋 D5= p(9/2ザ (2ro)5

心—l忙＋がい）］c ふ ynz_zny 
1 2 r。 P(2r。)2 -2ri。

(4.2.17) 

My ~ -PS1{znx-xn』
KMy=~= I 

pn2D5 - p(Q/2Jr）2(2 ro)5 

心＿t忙＋が(i)]cp(2:；)2znx-Xnz 

KMz= 
Mz 

pn2Ds 

区ーPS1{-ynx+Xny} 
l 

p(9/2J[）刊2ro)5

(4. 2.18) 

心—}｛f＋冗げ）］cp(2如 ―y信:xny

(4.2.19) 

ここに， nはプロペラ回転数， Dは直径， roは半径，

]= U/nDは前進定数である。

4.3 後流渦の変形

プロペラ固定座標から見た流速は

V-V=[7(/)-V 

=[7(/)D+[7(/)s+[7(/)w+[7(/)"'-V (4.3.1) 

で表されるので，この値を用いて渦の流出位置を決め

(493) 
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る。

V,[7(/)OOは，流速の主要項であり，入力として与え

られる。 [7(/)D,[7(/)s,[7(/)wは， f覺乱項であり，前章の

方法により計算される。

流速の計算値は，パネル内の所定の位置で与えられ

るので，パネルエッヂの流向は内挿計算が必要となる。

5. 結言

プロペラ翼を揚力体とみなし，その周りの 3次元ポ

テンシャル流を，パネル法によって数値的に解析する

計算法を展開した。

本論においては，パネル法の一般的な計算法を示し

たが，数値計算は低次パネル法で行う予定である。計

算結果は続報で示したい。本論の計算法は，極めて単

純な方法であり，汎用性の高いものと考える。将来は，

プロペラ流場のシミュレーション等に活用したい。

本計算法の特徴は，数値計算の精度を上げることに

よって、厳密解に限りなく近付くことができる点であ

る。高次パネル法に対して，本論の結果を利用するこ

とができるが、別の機会に発表したい。
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附録 Aパネル座標

附録 Aにおいては，パネル平面の作成法，パネル座

標の決定法、及び基準座標系からパネル座標系への変

換法について記す。

境界積分面を分割して作られたパネル形状は一般に

幾つかの角を持った平面に近い曲面である。この曲面

を良く近似する平面内に X,y軸をとり， X,y軸に

直交し流体側に向いた方向に Z軸をとる。 X, Y, Z 

軸は右手系の直角座標とする。これをパネル座標と呼

ぶことにする。パネル平面 X,y面に投影されたパネ

ル曲面の形状を多角形と近似し，各頂点はパネル曲面

の頂点から投影されたものとする。従って，一般にパ

ネル平面は多角形である。具体的なパネル分割は物体

の形状に合せて適宜行う。この時出来たパネル形状は

3頂点（三角パネル）又は 4頂点（四角パネル）を持

つものとする。

Al. パネル平面 (X, y面）の決定

パネル平面は，パネル曲面を良く近似するものが好

ましい。パネル平面の決定は，その平面内に含まれる

1点の座標 (xo, Yo, み））と，その平面に直交し，流体

側を向く単位ベクトル

n=n.ri+ nyj+ nzk 

の決定によってなされる。ここに i,j, kはそれぞれ



x軸， y軸， z軸方向の単位ベクトルである。即ち，パ

ネル平面 (XY面）を碁準座標系で表わすと

nx(x-xo)+ ny{y-yo)+ nz(z-Zo）＝〇

である。

点 (xo,Yo, Zo)の位置には任意性があるが，パネルの

境界条件を与える標点か好ましく，パネルの重心や

Null Pointを採用する。

三角パネルの場合，パネル平面は 3頂点を含む平面

とする。 3頂点を ABCとすると

詞＝XAsi+ YAsj + ZABk 

=(xs-ふ）i＋（YB―YA)j+（祢一ふ）K

配＝Xsci+ YBcj + Zsck 

=(xc-Xs)i +(yc-ys)j +(Zcー祢）K

；＝詞x配

=(yAB之sc-ZAsYsc) i + (ZAB邸 c-XAB弥 c)j

+(XABYBc-YABXBc)k 

からパネルの法線ベクトル；が得られる。たゞし，

ABCはパネルを流体側から見て反時計回りに名付け

る。

結局次式が得られる。

fix=(yA -yll)（祢一な）一（ふ一ZB)(yB―Ye)

iiy=（ふ一祢）（知ーXe)-（ふ一邸）（zにな）

元＝（ふー叫(ys-yc)-(y← Yu)(xB-xc)

n戸凡／バ広）2＋国）旦（元）2

n戸 iiy/✓（元）2 ＋（元）臼 (hz)2

nz=”パ（広）2＋（鱈＋（元）2

Xo=(xA + X叶 Xc)/3

Yo=(y□Ys+ Yc)/3 

Zo＝（ふ＋邸＋Zc)/3 
四角パネルの場合”, 4頂点は一般に同一平面内に含

まれるとは限らないので，三角パネルの様に単純では

ない。 4頂点を流体側から見て反時計回りに ABCD

と名付ける。 ABCDは一般に同一平面内にはないが，

各辺の中点を結ぶと平行四辺形となり，その辺は対角

線 AC,BDに平行である。その平行四辺形を含む面を

パネル平面にとると次式を得る。

紅＝XAci+ YAci十ふck

=(xc一ふ）i+(yc-YA)j+（ゑ一ふ）K

叩＝XBDi+YBllj十徊k

=(xo-Xs)i +(y亡 YB)j+（な一祢）K

；＝紅x印

= (y AcZsn -ZAcYBo) i + (ZAcXnn -X ACふm)j

+(XAcYso-YAcXso)k 

元＝（YA-yc)(zB-ふ）ー（ふ一Zc）（咋一YD)

元＝（ふ一叫(XB―叫ー(xA-xc)(zBーzo)

nz = (xA -Xc)(yB -Yo)-(y A -Ye)(邸 -XD)

nx＝広I✓（広）豆 (”YY+ （元）2

ny=nパ（広）2+仇）豆困）2

加＝fiバ（広）臼仇）汀伍）2

xo=(xげ x叶 Xe+Xo)/4 

yo=(yげ YB+Ye+ Yo)/4 

Zo＝（ふ＋邸＋Zc＋ん）／4

13 

上式からパネル平面が決定するので，パネル座標を

決めれば，座標変換により 4頂点 ABCDのパネル平

面への投影点 A',B', C', D'の座標は自動的に計算で

きるが，ここに表示式を示しておく。

—屈•n)n訊＝（ l
2 

1 
=-｛（邸一ふ）nx+(y←YA)ny+(z戸ふ）nz}n

2 

即＝（ド•n)n
1 =-¼{(xc- XB)nげ (yc-yB)ny+(Zc一五）叫n
2 

心＝（い•n)n
1 =-¼{(xo- Xc)n□(yo-Yc)ny+ (zoーな）nz}n
2 

叩＝（｝犀•n)n
1 

=-｛（ふ一邸）nx+(yAー叫nげ（ふ一ふ）叫n
2 

A2. パネル座標 (XYZ座標）の決定

前述の過程でパネル平面と標点が決定されたので，

nx(x-xo)+ ny(y-yo)+ nz(z-Zo）＝〇

となり，パネル座標の Z軸が決定された。

次に条件を付加して X,y軸を決定するとパネル座

標か完成する。条件の与へ方によって色々のパネル座

標かできる。但しいずれの場合にも， X, Y, Z軸は

右手直交座標系とし， Z軸はパネル平面に直交し，流

体側を向くものとする。

以下の解析において， X, Y, z軸方向の単位ベクト

ルを i,j, kとし， X, Y, Z軸方向の単位ベクトル

をI,J, K とし

I= Axxi + Axyi + Axzk 

J=Ayxi＋心j+心 K

K = Azxi + Azyj + Azzk 

と書く。但し

(495) 



14 

Azx=nx, Azy=ny, Azz=nz 

である。

A 2.1 X 軸を， y成分零， X軸の正の方向にとる場

合。 X軸の方向に進む翼の解析等に利用できる。

I= Axxi + Axyj + Axzk 

において

Axy=O 

Axxnx+ Axyny+ Ax心＝0

Axx2+Aぷ＋Ax/=1

であるから， Axx>Oを考慮して

Axx= 
sgn(nz)nz 

✓討＋ nz2'
Axy=O, Axz= -

となる。

sgn(nz)nx 

✓nx2+n; 

K = Azxi + Azyj + Azzk = nxi + nyj + nzk 

J=Ayxi+ Ayyj+ Ayzk 

J=KXI 

= [ nxi + nyj + nzk] X [ nzi -nxk] 
sgn(nz) 

り正＋n； 
sgn(nz) 2 

＝ 
り止＋n： [ -nynxi + (n/ + nx2)j -nynzk] 

であるから

sgn(nz) 
AYx=-n辺x 心＝（n/+nx2) 

2, __ 2¥ sgn(nz) 

り記十nz2' ✓討＋nz2' 

Ayz= -nynz 
sgn(nz) 

✓応＋n2Z 

A 2.2 Y軸を， X 成分零， y軸の正の方向にとる場

ム
ロ 0

J=Ayxi + Ayyj+ AYzk 

において

Ayx=O 

から

Ayx• nx+ Ayy• ny+ Ayz• nz=O 

Aば＋Ay/+Aば＝1

Ayy>O 

sgn(nz)nz sgn(nz)ny 
AYx=O, Ayy= Ayz=-

✓ny2+nz2' ✓炉＋n: 

となる。

l=JXK 

=(AYxi + Ayyj + AYzk) X (Azxi + Azyj + Azzk) 

=(A叫 zz-AYzAzy)i+(AyzAzx-AYx心）j

+(AYxAzy-AYy心）K

=[(n/+炉）i-nynJ-nz加 k]
sgn(nz) 

✓炉＋n: 
であるから

(496) 

Axx=(n/+ nz 
2 2) sgn(nz) 

✓ny2+nz2' 

Axy=-n辺 x
sgn(nz) 

✓叩＋nz2' 

Axz=-n辺 x
sgn(nz) 
/ 2 2 ✓ n/+ nz 

A2.3 X軸を， rベクトル (Yoj+Zokベクトル）に

直交させる場合。第 4章のプロペラの解析に利用でき

る。

I= Axxi + Axyi + Axzk 

において

Axx•O+ Axy" Yo+ Axz•.zo=O 

Axx·n叶心•ny+Axz・ nz=O 

Axx2+Aぷ＋Axz2=l

Axz>O 

とすると

Axx=sgn(nxYo)(ny• Zo-nz・ Yo) 

/✓(nyZo-nzYo)汀 (nxZo）汗（ nxYo)2

Axy= -sgn(nxYo)nx・Zo 

I ✓(nyZo-nzYo)2+ （ n匹）2 ＋（ nxYo)2

Axz=sgn(nxYo)nxYo 

パ(nyZo-nzYo)汗 (nxZo）臼（nxYo)2

となる。

J=KX/ 

= (Azxi + Azyj + A、zk)x (Axxi + Axyj + Axzk) 

= (AzyAxz-AzzAxy) i + (Az凶 xx-Azx心）j

+ (AzxAxy-Azy心）K

= sgn(nxYo)[ (nynxYo + nzn心）i

+（nAnYZo-nzYo)-nx2Yo)j 

+(-nx2Zo-ny(nyZo-nzYo))k] 

I ✓(nyZo-nzYo)~Yo)2 
であるから

A Yx = sgn (nxYo)(n辺 xYo+ nznxZo) 

パ(nyZo-nzYo)臼 (nxZo）豆（nxYo)2

Ayy=sgn(nxYo){nz(nyZo-nzYo)-nふ｝

バ(nyZo-nzYo)2+（n四）臼(nxYo)2

Ayz=sgn(nxYo){-n.心2Zo-ny(nyZo-nzYo)｝ 

/✓（ nyZo-nzYo)豆 (nxZo）豆（ nxYo)2

A3. 座標変換

パネル座標 X, Y, Zが前述の様に決定されると

I= Axxi + Axyi + Axzk 

J=A直 ＋ 心J+Ayzk 

K = Azxi + Azyj + Azzk 



の係数行列が与えられる。このときまた逆に

i=Axx[＋心J+AzxK

j = Axy/ + A vJ + AzyK 

k=Axz[＋心J+AzzK

でもある。

そこでベクトル
＇ a =xi+yj+zk 
， 
o =xoi+ y。j+Zok
刀＝Xl+YJ+ZK

において

a＝了＋バ

とすると

x=xo+AxxX + AvxY +AzxZ 

y=yo+Axぷ＋Aゅ Y+AzyZ

Z=Zo十Axぷ＋A江＋AzzZ

Axx(x-Xo)+ Axy(y-yo)+ Axz(z-z:o)=X 

AYx(x-Xo)＋心(y-yo)＋心（z-Zo）＝ Y 

Azx(x-xo)＋心(y-Yo) + Azz(z一ふ）＝ Z 

となり，この式により， x,Y, z.==＝コ X, Y, Zの座

標変換を行うことかできる。

附録 B 関数 H(O,0, 1) 

H(O, 0, 1)＝炉 dX'dY'
p 

ここに

pパ(X-X'）2+（Y-Y'）汀z2→R汀 z2

R= ✓（X-X'）汀(Y- Y'）2 

と書き，円柱座標を用いて dX'dY'= Rd0dR 

とすると，

H(O, 0, 1)= flR-!!!1¥:(j 
〇 ✓だ＋ z2

=ffpdpd(j 
IZI 

= j[p-l Z l]d(j 

= fpd(j-|ZI・』0

ここに

2J[ 点 (X,Y,O)がパネル内部の場合
40={ 

0 点 (X,Y,O)か‘パネル外部の場合

更に

知＝［2pd(j

と書くと

H(O, 0, 1)＝こ約2-IZ I•40 
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ここに 2は多辺形の各辺の総和を意味する。

年を計算するために， pを 0で表すと， Fig.3から

p＝国＋z2

＝乳sm似o))2+z2

=sgn{sin(0-a)} “紅＋Z悟in2(0-a) 
sin(0-a) 

となる。

ここで数学公式

!~心=|allogl~~dx=lal log!~+]五囁占 I
lbl cosx 

+lbl arccos 
占

を用いると

四＝sgn{sin(0-a)}

[1 R,z I log!~ 
I R12 lcos(B-a) ＋ ✓Ri＋かsin2(O-a)

+ IZI arccos 
I Z I cos(0-a)。2
ふ］。］

となる。

次に

sin(O-g)＝ -sin(a-fJ)＝ -R12IR 

cos(0-a)=cos(a-0)=s/R 

sgn{sin(fJ-a)}= -sgn(R12) 

を考慮して上式を整理する。

まず

sm(fJ-a) 

I R12 lcos(e-a) ＋ ✓R1げ十 Z2sin2(O-a)

=―sgn(R叫
s+p 

となるから，約2の前半の項を¢占と書くと

叶＝ーR12log j 
-sgn(R12) 釦

s+ p し

また，

=R1z log j凸 +S2
Pl+SI 

Pl2-sげ＝pげーsげ＝R1z2+Z2

であるから

p叶 S2＝凸一SI= P2+S2+Pl―sl = Pl+p叶 d12
P1+s1 凸一S2 P1 + Sげ P2-S2 Pl+P2-d12 

であり，従って，

叶＝R12log j 
PI十凸＋d12
Pl +P2-d12 1 

となる。

また，数学公式

(497) 
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冗冗 X
arccos x =-;;--arcs in x =-;;--arc tan 2 2 1-X2 

を用いると

| Z |cos(O-a) 7[ 
arccos =--arctan { 

✓R122+z2 2 
I z l・s ll,½} 

であるので, ({)12の後半の項を¢乱と書くと

詞＝［―sgn(R,2)・1Z l{f-arctan（蘭鳥）｝］：
= I Z I{ arctan(瓜仇）ーarctan(闊贔）｝

または，変形して

吋＝lzlarctan{~ふ一閾）
PIP叩＋Z気S2 } 

とも書ける。

以上から，結局，次式が得られる。

H(O, 0, l)=~{R12伽＋ I z ll,2}-I z 1110 

Q12=log\ 仇~\=log\{:口ご盆 I
]12=arctan（闊塁）ーarctan(応仇）

=arctan{~叫 Z I(p函一晒）
PIP2R12/s心2} 

R12= S12(X'-X)-Ciz(Y'-Y) 

s = Ci2(X'-X) + S12(Y'-Y) 

C12=（ふーふ）／d12, S12=（凡ー Yi)/d12,

d12= ✓（X2-X応（ Y亡 k)2

P1= ✓（X-X1)彗(Y- Y1)2+Z又

P2= ✓（X-Xが十（ Y- 貸＋z2

鉗点 (X, Y, 0)がパネル内部の場合昴＝｛0 点 (X, Y, 0)がバネル外部の場合

ここに， 2は多辺形の各辺の総和を意味する。

附録 C 関数 H(O,0, 3) 

第3.4節の漸化式

(K-M-N-2)H(M, N, K) 

=KかH(M, N, K+2)＋訊(M+l,N, K) 

+~FiM, N+l, K) 

において， M=O, N=O, K=lとおくと

-H(O, 0, 1)＝かH(O,0, 3)+ ~Fil, 0, 1) 

+~Fri(O, 1, 1) 

これを用いると

H(O, 0, 3)＝が—H(O, 0, 1)-~Fil, 0, 1) 

-~Fri(O, 1, 1)] 

まず Fil,0, 1)の計算式を求める。定義から

(498) 

Fe(l, 0, 1) 
y2 X-X12 =fい ~dY'

-f応 x-X12
Yi ✓(X-X12m(Y- Y'）旦z2

dY' 

=(X-Xは）Ie(O, -1)-X晶 (l, -1) 

更に， J(m, k)の漸化式

1(1, -1)＝訃仄国戸—象J(O, -1)} 
を用いると

1 
Fe(l, 0, 1)= -Xd-✓aY'2+bY'+c 「

a 1v1 

+{(x-x役）＋X崎｝Je(O, -1) 

ここに

a Y'2+ bY'+ c=(X-X研＋（Y-Y'）臼z2

={l+(Xザ｝ Y'2-Z{Y + X1i(X-X役）｝ Y'

+{(X-X窃＋ Y叶か｝

即ち a=l +(X訊 b=-2{Y + X1i(X-X1m, 

c=(X-X1g）臼 Y旦 z2

このとき

(X-X沿＋x11b 
2a 

=(X-X1g)-X占
Y + X1i(X -X1g) 

l+(X立）2

{X-=-X1~1iY 
1 +(X1D2 

従って

Fe{l, 0, 1)= 
X占匹

1 +(X1D2 ✓aY'2+bY'+c I 
Y1 

＋ 
(X-X1~)-X1! Y 

l+(X占）2
Je(O, -1) 

更に

1 
Je(O, -1)=--1=-Iog !Za Y'+ b 

む

+2心[aY'2千bY'+c)1[ 
Y1 

ここで

1 aY'+-¼b={l +(Xザ｝ Y'-{Y+X社(X-X,2)}
2 

=Y'-Y-X占{X-X此ーX立Y'}

であるから

Jt(O, -1)= 1 
✓1+ （X占）2

・logl 
(Y2-Y)＋X占（ふーX)＋ふ(X1町）2P2
(Y,-Y)+X占(X,-X)パ1+（X立）2Pl

更に第3.5節で用いた次の定義による変数を用いる。

d12＝バふーXエ(E-Y1)2 



C12= 
ふーX1

＝ 
X立

d12 --ji+(x占）2

S12= 兄ー Y1= 1 
d12 ✓1+ （X占）2

R12=S12(X'-X)-Ci2(Y'-Y) 

s = Ci2(X'-X) + S12(Y'-Y) 

Q12=log P2+s2 
P1+s1 

②
 

①
 

凸
い

鼻

Y
 

x
 Fig. 7 Definition of 

coefficient X1! 

このとき

(X-X此）ー X1½Y
l+(X立）2

x-X此ーXl}Y'+X占Y'-X立Y
1 +(X1D2 

(X-X')-X1!(Y-Y') 
1 +(Xd)2 

=S12{S12(X-X'）-C12(Y-Y'）｝ 

=-S12R12 

であるから

F.(l, 0, 1) = -S12心 (p2-Pl)-S12釦 Ie(0, -1)， 

I.(0, -1) = S12log 
ふ(Y2-Y)＋仰(X2-X)＋P2
S12(Y1 -Y) + CdX1―X)+p1 

=S12log 
s叶 P2
sげ Pl

疇 log¥!玉＋d12Pl玉— d121
=S12Q12 

次に，同様にして F"(O, 1, 1)を計算する。

F"(O, 1, 1)= -fx Xz Y-Y12 
dX' 

x, PIY'=Y12 
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=-fふ Y-Y12 
XI ✓(X-X'）汗(Y- Y1が十Z2

dX' 

=-[(Y-Y1~)/T/(O, -l)-Y1払(1, -1)) 

＝ー[-叫心＋bX'＋c

+｛（Y-:I!）＋ Y1}2ba}ITJ(0, 1:／1)] 

ここに，

aX'2+ bX'+ c=(X -X')2+(Y -Y1が十z2

={1 +(Y1ザ｝X’2-2{X+Y占(Y-Y1り｝X'

+{X2+(Y—汀）彗Zり

即ち

a=l+（四）2, b= -2{X + Yi占(Y-Y1り｝，

c=X旦（Y-加＋z2

このとき
X2 

FT/(0, 1, 1)＝-［一 Y1! 
1+（四）2

✓aX'2+bX'+c 
XI 

＋ 
(Y-耀）ー Y1!X

~JT/(0, 1)] 

JT/(0, -1)= 
1 

✓1+ （ Yi)2 

・log （ふーX)+Y1im-Y)パ1+（四）加

(X1―X)+ Y1!(Y1-Y)パ1+（四）2Pl

ここで，変数 C12, S12…等を用いると，

C12= X←Xl = 1 
d12 ✓1+ （ Y1i)2 

S12= 
Y2-Y1 

＝ 
Y1! 

d12 ✓l+ （四）2

(Y-y1り一 Y1iX=(Y-Y'）-y1i(X-X'）
l+(Y1ザ 1+(Y1D2 

=C12{C12(Y-Y')-S12(X-X'）｝ 

= Ci2R12 

Y
 

① 三礼x 

Fig. 8 Definition of 

coefficient Yi~ 

(499) 
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従って

Fi0,1,1)= -[ -C12S12(p2-p1)+ Ci2恥 IiO, -1)], 

1,,(0, -1)= C12logl乞悶羹二忍：怠岱麿二闘::： I 

=Cdogl~I 

=Ci2log 
P1+p叶 d12
P1+p2-d12 

=Ci2Q12 

以上から

F/1, 0, 1) + FiO, l, 1) 

=-S12仰 (p←p,)-S12R叫 (0, -1) 

-［-C12函 (p亡 Pl)＋c12R叫 (0, -1)) 

=-S12恥 Ie(O, -1)-C12恥 IiO, -1) 

= -StR12伽ーC1げR12Q,2

=-R12Q12 

また，附録 Bから

H(O, 0, l)=~{R,2Q,2+I z IJ,2}-I z IL10 

であるから

H(O, 0, 3)＝が—H(O, 0, 1)一匹F/l,0, 1) 

-~F/0, 1, 1)] 

1 
＝一[-~I z 1112+ I z IL10] z2 

=sgn(Z) 
z ［一 ~]12+L10] 

特別に， Z=Oのときは極限値 Z→0をとって

ZH(O, 0, 3)=sgn(Z)L10 

となる。これは，標点(X, Y, Z)がバネルふ上にあ

るとき，流体側と揚力体内側とで， ZH(O,0, 3)には

240の飛躍があることを示している。これは，本文の

(2.4.1)式を具体的に示したことになる。この特異性は

0m及ぴl7<bs1に表れる。但し，積分方程式(2.4.2),

(3.1. 2)等の左辺は仇D+―μの形となっていることを

付記しておく。

附録 D 関数 H(l,0, 3), H(O, 1, 3) 

漸化式

H(M+2, N, K)＝炉杯(M,N, K-2) 

＋m占Ft{M+l,N, K-2) 

において， M=-1,N=O, K=3とおくと

H(l, 0, 3)=~Fe(O, 0, 1) 

ここで第3.4節の諸式を用いて

(500) 

Fe(0, 0, 1)＝fY2 1 
Y1 ✓(X-Xふ(Y- Y'）2+z2 

dY' 

=//0, -1) 

l Y2 
＝言logl2aY'+b+2✓a(aY'2+bY'＋ c) 1|Y1 
ここに

aY'2+bY'+c=(X-X12四 (Y-Y'）吐Z

であり，附録 Cの場合と全く同様にして

I/0, -l)=S12Q12 

となる。従って

H(l, 0, 3)=~S12Q12 

次に，漸化式

H(M, N+2, K)＝岱~H(M, N, K-2) 

1 
+ ~~FiM, N + l, K -2) 

K-2 

において， M=O,N=-l, K=3とおくと

H(O, 1, 3)=~FiO, 0, 1) 

ここで第3.4節の諸式を用いて

X2 1 
F/0, 0, l)= -fx 

XI ✓(X-X'）2+ （ Y-Y研＋z2
dX' 

=-IiO, -1) 

附録 Cと全く同様にして

/T/(0, -1)= Ci2Q12 

となる。従って

H(O, 1, 3)= ~(- Ciz伽）

附録 E 関数 H(O,0, 5) 

漸化式

(K-M-N-2) H(M, N, K) 

=KZ2 H(M, N, K +2) 

+~FiM+l, N, K)＋四FiM,N+l, K) 

において， M=O,N=O, K=3とおくと

H(O, 0, 5)＝ふ[H(O,0, 3) 

-~{F/1, 0, 3)+ FiO, 1, 3)}] 

附録 Cと同様な方法によりこれを計算する。まず

Fil, 0, 3)は定義から

F/1, 0, 3)= 1 Y2 X-X12 
- 3 

Y1 ✓(X-X⑰+（ Y- Y'）2+z2 
dY' 

=(X-X1g)/iO, -3)-X晶 (1, -3) 

更に， I(m, k)の漸化式より
-1 -b 

/(1, -3)=~｛紅 Y'2＋ bY' ＋ c ― f1(0, -3)} 

であるから



F.(1, 0, 3)＝料 1 「
a ✓aT+ bY'＋c Y1 

+{cx-x此）＋X叫｝IiO, -3) 

となる。ここに

aY'2+bY'+c=(X-X研＋（ Y-Y')2+Z2 

であり，附録 Cと全く同様にして

凡(1, 0, 3)= 
X11 1 乃

l+(X占）2✓aY'2+bY'+c I Y1 

＋ 
(X-X此）ーX心Y

1 +(X1D2 
IiO, -3) 

更に凡(1, 0, 3)＝S12c12（□）―S如 T,(O, -3) 

となる。

また J.(O, -3)も第3.4節の式から

/.(0, -3)= 4aY'+2b 1 
-（b2-4ac)可 □戸―;[

ここで， a, b, cの定義から

が一4ac=-4[{(X-X')-X1い(Y-Y'）｝旦{1+（X立）吻l
= -4{1 +(X訳｝［｛S,2(X-X')-Cd Y -Y'）｝汀Z汀
= -4a[(R12)臼 z2J,

b= -2[(Y-Y')+ X占(X-X')+{l+(X占）り Y']

= -2a[-S12s+ Y'] 

ここに

-S12 s+ Y'= -S12 s1 + Yi= -S12 s2+ Y2 

である。

従って

Ie(0, -3)＝ 1 { y2 _ Yl 
(R訂＋z2 P2 Pl } 

S12S1―兄 1 1 
+ （R研＋z2｛人―五｝

= 1 
(R研＋z2{

y2 Yl 五―— Pl } 

＋ l {嘉S2-Y2_ S⑮-Y1 
(Rば＋z2 P2 Pl } 

= S12 翌＿＿ SI 
(R12)2+z2{P2 Pl } 

が得られる。

次に FT/(0, 1, 3)も定義から

FT/(0, 1, 3)= -fx X2 Y―丘

X1 ✓(X-X'）2+ （ Y- Y研＋z2
3dX' 

＝ー［（Y-四）IiO, -3)-YiUil, -3)] 

四 1 ふ
＝一

a ✓~lx1 
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-{ (Y -Yi~)+ Y1心｝/T/(0, -3) 

ここに

aX'2+bX'+c=(X-X'）汀（Y-冒＋z2

であり，

Fq{O, 1, 3)= ―兄2 1 「
戸 (Y占）2✓aX'2+bX'+c XI 

一ー（ Y-玲）ー四X
1 +(Y1D2 

I/0, -3) 

更に

FT/(0, 1, 3)= -C心□—_l_)-C12恥IT/(0, -3) 
P2 Pl 

また， 1/0, -3)は

4aX'+2b ふ

IT/(0, -3)=*1/fc)冨土x+7Iふ
ここで， a, b, cの定義から

が一4ac=4[X+店（ Y-y;伐）］2

-4[1+(Y1ザ］［X2十（Y-耀＋か］

=-4[(Y-Y1ザ＋z2+（料）2X2

+（四）2かー2XY11(Y―汀）］

= -4[(yー戸ー囚x)→{1+（四）2}か］

= -4[{(Y-Y')-Y立(X-X')}2+{l+(Y1ザ｝か］

=-4[1 +(Y1ザ][{Ciz(Y-Y')-SdX-X')}2+Z汀

=-4a[Rば十Z汀，

b= -2{X + YiH Y―四）｝

= -2[(X-X')+ Y占(Y-Y') + X'+ (Y1ザX']

= -2{1 +(Y11）り[Ci~(X-X')+C心 (Y-Y')+X'] 

= -2a[ -Ci2 s + X'] 

ここに

-C12 s+X'=-Ci2 s1+X1=-Ci2 s叶 X2

である。

従って

I/0, -3)= l ふ X1
(R12)旦 Z2（戸― Pl)

C12SI-Xl ll  
+ (Ru)2+z2（囚―五）

＝ 1 （ふ XI
(R12)2+z2云― Pl)

＋ 
1 

(R12)2バC12必ーXz Ci2s1-X1 
P2 - Pl)  

=（R12「三（＊誓）
以上を用いると

F.(1, 0, 3)+FT/(O, 1, 3)=-S12R12I.(O, -3) 

-C12R12IT/(O, -3) 

(501) 
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-R12 ｛星直
= （R1が＋z2 P2 Pl } 

従って

H(O, 0, 5)＝ふ[H(O, 0, 3) 

-R12 
-2 (R研＋z2{

S2 S1) 

云―五}]
附録 F 関数 H(l,0, 5), H(O, 1, 5) 

漸化式

H(M+2, N, K)＝点＿＋｝H(M, N, K-2) 

心 k[2凡(M+l, N, K-2) 

において， M=-1, N=O, K=5とおくと

H(l, 0, 5)＝叫Fe(O,0, 3) 

心½l,Y2~dY'
Y1 p 

1 
=2-I“(0, -3) 

3 

(502) 

ここで Ie(0, -3)は附録 Eの結果を用いて

Ie(0, -3) ＝（R12汎バ晨—嘉｝
漸化式

H(M, N+2, K)＝如~H(M, N, K-2) 

1 
+2  FT/(M,N+1,K-2) 

K-2 

において， M=O,N=-1, K=5とおくと

1 
H(O, 1, 5)=こ-FT/(0,0, 3) 

3 

＝ー幻tfX2土dX'
ふ P

1 
＝ーこーJT/(0, -3) 

3 

ここで， JT/(0, -3)は附録 Eの結果を用いて

IT/(0, -3)＝ (R12『:］ z2 （土—嘉）


