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揚力面の解法に関する考察

（特に Flaxの方法の理論的根拠について）

花 岡 逹 郎＊

Remarks on the Numerical Methods for Solving the 

Integral Equation of a Lifting Surface 

(On the Theoretical Foundation of Flax's Method) 

By 

Tatsuro Hanaoka 

The problem of determing hydrodynamic forces on a rudder or a screw blade leads to a 

singular homogeneous Fredholm integral equation between pressure and upwash. The problem 

must be treated numerically with the aid of high-speed computers, because it cannot, in general, 

be solved analitically. The methods of solution have been developed in three directions, collocation 

method, 1>, 2>, 3> Flax's method, 4>, 5> and least-squares method. 5>, 7> 

The present paper describes the outline of the three methods. The correlation among them 

and the theoretical foundation of Flax's method are shown. 

はしがき

舵とかプロペラの様に翼と考えられるものの三次元

流場を計算する場合，普通それ等を揚力面に置換えて

解析する。翼の形状及び運動状態を与えて，翼面の揚

力分布を求めることは，積分方程式を解く問題に帰着

する。

揚力面の積分方程式は一般に解析的に解くことが不

可能なものであるから，それを連立一次方程式の形に

変換して，数値的にその解を求めるのが一般である。

電子計算機が現在の様に普及すると，揚力面の積分

方程式を計算するのに，さほどの苦労は無い様に見え

るのであるが，現実には大型電子計算機を用いても曲

折なく解が得られるというものではなく，当堺者は並

並ならぬ苦労をしている様である。

揚力面の軟分方程式は特異核をもち，それを合む数

値積分は仲々精度よく行ない得ない。最適標点法の場

合を例にとると，数値積分の精度をよくするため，杷

、点の数を増すと，それに伴って連立方程式の元数が増

＊ 連動性能部

)JI Iし，方程式を解く数値計算の途中で桁落ちして，む

しろ結果を悪くしてしまう。どの様な方法をとるにし

ても，連立方程式の元数が多くなることは好ましくな

い。したがって，元数が少くて，精度のよい連立方程式

を導くことが，揚力面の積分方式解法の要諦である。

最近の揚力面の計算法は何れもそこに主眼が岡かれ

ているが，その思想は単に計算精度の向上を計ると言

うものではなく，計算結果の使用目的に応じた精度と

言う処に重点の闘かれているのが，その一つの特徴で

ある。

それ等の解法を大別すると

(1) 最適標点法 (collocationmethod)1l,2l,3l 

(2) Flaxの変分原理を用いる方法4),5) 

(3) 最小二乗法の方法6),7) 

の3つの系列になる。

揚力面の叶算法は航空機のフラックーに関連して，

註： collocationmethodは数値解析に普通用いられ

る用語で，局所適合法と呼ばれ，その方法は炭につ

いても以前から用いられて来た。しかしここで言う

collocationはその一種であるが， 意図する所が多

少界なるので，最適栖点法と名付けてみた。

(77) 
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非定常腿を中心に発展して来たが，最近では一般の学

者の手を離れ，主として実際問題に当而する技術者に

よって研究されているため，資料を入手する機会は少

いのであるが，僅かに公表された報告だけでも最近の

動向をうかがい知ることが出来る。8),9),10) それ等の中

で最適標点法は計算の手数が少いためか，最も広く行

なわれている校様であるが，特異点li付近の数値計節に

むつかしい所があって，計算の実用化については，ま

だ的確な見通しは得られていない様である。最小二乗

法の方法は最も無難な理論であるが，演算子行列の計

筒に手数がかかるため，現在一般に用いられる計算機

の能力を幾分越えた方法の様に見える。 Flaxの方法

は計算の方法，その手数等から見て，上記 2つの方怯

の中間に位するもので，恐らく最も実用的なものと思

われるが，理論の某礎に曖昧な所があるためか，利用

する人は少い。

本文は Flaxの方法の理論的根拠を明確にすること

に童点をおいて，その方法と他の 2つの方法の関係

を，匝進揚力而を例にして解説したものである。ヲ者

を並べて比較して見ると，相互の関連が罪彫されて，

味わい深いものがあるし，また今後この師の問題に‘11,

而したときの参考にもなるであろう。

1. 最適標点法

この方法は H.Multhoppuによって創案され， J.

R.Richardson2', D.E.Davies3)等によって完成され

たもので， AH.Flaxの理論と同じに高速電子計算機

の黎明期に現われた理論である。

翼面上の有限個の点の揚力密度を求めるため，吹上

げ(upwash)の連続分布を与えるならば，解は一種類

であるが，吹上げとして与えるものが有限個の点の上

のものである場合，この標点位置の選択が自由であれ

ば，解は無数に存在する。それで，求められる楊力分布

密度の誤差を最小にする様な吹上げの標点と荷軍（揚

力分布）の標点との組合せを求め， これによって連立

一次方程式を組立てるのがこの方法の主旨である。

揚力分布は未知関数であるから，揚力而が解かれた

後でなければ，厳密な意味の最適標点は求められな

い。そこで，この方法では揚力線理論の考えを取入れ

て，遠弦方向には二次元流として最適標点を求め，嘴

幅方向には揚力線としての最適標点を求めている。

1. 1 直進揚力面の積分方程式

先づ後の記述の便宜のため，両進揚力面について簡

単に解説する。

翌が一定速度 V で X 軸の負の方向に進むものと

(78) 

し，鉛直上方を Z軸とする右手座標系によって表わす

と，揚力密度”と吹上げ W を結ぶ稜分方程式は

-W(5,刀)＝ ＿ 1 『fl rc’ 
4T― -1. -1b（刀ーが）2

x {― -C(5＋も）—啜'+5。'）—— +1)
(｛C(5+io) -C'（:＇＋名。＇）｝ 2+が（刀ーが）2 i 

x d~'dr;'................................. (1. 1. 1) 

⑭
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釦

X 

図 1

または

-W（も刀） ＝ー1- 0「『 rc’ 
4rc 物ー1 -1 b(Tーが）

x{~賛o)-C' （5' ＋討）｝吐が（刀ーが） 2
啜丑o)-c'(5'＋5。'） +1} 

Xde'dが ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.1.2) 

である。ただし

r=―--
JI... 1 a</J 麻
pV2, W=―V―盃］＝盃

Z=O 

ミ’=（x'-x。'）／C'，む'=X。'Ic', 

X。'=（li'+lz')/2, c'=(lz'-11')!2 ~..,(1.1.3) 

e = (x-xo) I c, どo=Xo/c, 

Xo=Cl1+l2)!2, c=(/2-l1)!2 

刀＝y/b, が＝y'Ib 

とする。ここに；は靱の平均矢高而の Z座椋を意味す

る。

以下では簡単のため，（1.1.1)または (1.1.2)を

--tu （ミ， 1；）＝『j〗 r（ざ，が）K(f, ¢'；刀ーが）dミ’dが

・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.l. 4) 

の様に表わすことがある。

菓の縦柚比が大きい場合には，遼而上の大部分の処



で

✓{c（ミ十 fo)-c'(f' ＋;。')｝ 2 十が（刀ーが）2=:=blr; ーが 1

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.1. 5) 

とおいても，誤差は少いから，（1.1.2)は近似的に

-tv - 1 0 fl fl rc’sgn（刀ーが）
411: 祝•-l -lC(5 -1-5o) -C'（ダー1_；。'）

d;'dり',

+ 1 0 f ![  r ] 1 (l y / 
4rr み'JJ -I り切 ‘ 

叩ち

- W = 1_ j 1 --［ー一ァ屈＋ ai• ● ● ● ● ● ● ● ●・・・・・・(1.1. 6) 
27': J -I ミー5

の様に表わすことができる。ただし

[r]--c fl rd;, at= 1 
b. -1 

fld[r]／d?／dr' 
4rr J -1 刀ー刀 'J 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.1. 7) 

である。

(1. l. 6)において， w, aiを既知と仮定してKutta

の流出条件のもとに， rについて解くと，

r_2〈l＿合『〈ー1翌た匹と，dざー2バ／1．一；
て 1 + e -1 1ーミ＇ こ一ゞ 1 -Iーミ

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(l.1. 8) 

である。これの両辺をどで一 1より 1迄積分し，

(1. 1. 7)の関係を適用して，［r]の砧分方程式の形に

表わすと，

b[r], 1 f 1 —+ d[r]Jdが
2TC --4-Tj-1 7-7-dが

＝―-1-『〈1＋互wde'・・・・・・・・・・・・・・・
7r J-1 V 1-e (1.1. 9) 

となる。これが Prandtlの褐力線の積分方程式であ

る。

(1. 1. 7)の m は (1.1.1)の形を用いると

m = ＿ 1 | l -~[r]9 2呪...● 9 ●・・・・・・・・（1.1. 10) 
4rr J-1（か一刀）

の様にも表わされる。この発散積分は Hadamardの

有限部分をとる。

1. 2 翼弦方向の最適標点

二次元流の解 (1.1.8)を参照すると，揚力分布は

疇， r;)=、I1-::.....E00 I;A凸）ざ ・・・・・・・・・・・・(1.2.1)
1+~#。

の形に表わすのが妥当である。

註： 1.2及び 1.3節は Daviesの原論文の要点を抜

苧したものである。
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(1. 2.1)の総和の中を組変えて':の r次の多項式

の総和の形で表わしておくと，後の解析に好都合であ

る。即ち lrげ）をどの r次の多項式として，

1-5 CX) 

］＇＝ V-こar（かlr(O..................(1.2.2) 
1+1; ~o 

の様に表わされるものとする()

；・を近似的に

;、＊（も 71) =〈｝□ : 夏a,．＊（り）l,.(i;)...・・・(1.2. 3) 

の様に有限項で表わす。これが刀の或る与えられた点

r；oにおいて最良の近似式であるためには，

rl []'（も刀o)-r*(1;,刀o)]2、/i□乞・・・(1.2. 4) 

が極小になる必要がある。この式の ✓(1+-5)-Id二的

は weightfunctionである。

lr(1;)が weight function ✓(［t)バ1―干t) に関

して， （一 1, 1)の区間で直交関数列をつくると

ぎ叩ち

『因）ls (¢)〈1-5 
1, Y=S 

-Cdミーふsご―(
-1 1 +ゞ

(l. 2. 5) 
0, rキS

であるならば，（1.2. 2)の心（りo) として

a’/．＊（刀o)=fl r（ミ，刀o)l,．（遠， 0幻r:s;;n-1
-1 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.2. 6) 

をとるとき，最小二乗法でよく知られている様に，

(1. 2. 4)の誤差は最小になる。 o::;;r::;;n-1では ar*

は arと同一のものである。

以上のことだけならば，単に揚力分布を最小二乗法

の公式を用いて表わしただけのことで，積分方程式と

は何等の関係はなく，（1.2.1)のn項迄をとったもの

と同等である。最適標点法はここから更に吹上げ分布

にさかのぼって，それの誤差を最小にする方向に進ん

でいる。

(1. 2. 3.）を (1.1.4)に代入して W の誤差の最小

なものを求めようとすると， ar切）が未知量であるか

ら，計算は複雑になって，第 3章に述べる最小二乗怯

の方法と同じことになる。

最適椋点を求めるのに (l.1. 4)の代りに (1.1. 6) 

を用いる。この式では W は変数 5， 刀のそれぞれに

依存するものに分離されている。遼弦方向の栖点分布

を考えるには，ミを含む項のみを取I士けげればよい。

l,• （ミ） 、／1-—ーミ
l —+ 5 

(79) 
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の揚力分布に対応する吹上げを Wrで表わすと，

-Wr(e) ＝ 1-fl ✓ l予＿I-［登'~-
2rc J-1 V 1+¢'¢-¢ 

df' 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.2. 7) 

である。そして揚力分布 (1.2. 2)に対応する吹上げ

u（も刀o)は

00 

u(~, r;o) =~ ar(r;o)Wr(~) ・・・・・・・・・・・・・・ •(1. 2. 8) 
r=o 

の様に表わされる。

どの n個の異なる値に対して (1.2.8)を連立方程

式の形に書き表わし， u (~)及び r2n に対する ar

（刀o)を既知とすると，その連立方程式から， Osrsn

-1に対する ar(T)o)の値を求めることができる。最

適楔点法以前には， r2nに対して ar(r;o)を0とお

き， n個のミの籾点位置は勝手に定めた。 最適椋点

法では

Wn(f) =0.............................''........ (1. 2. 9) 

の方程式を満足する n個の点

紺1), K = 1 , 2， ・・・・・・, n ・・・・.. ・・・・・・(1.2.10) 

について，（1.2. 8)より n元の連立方程式を作る。こ

のときは Osrsn-1の ar(r)o)は an(r;o)の値には

無携］係であるから， この朽点1→．の U(ミ）を用いて求め

られる 0<r<n-10) aI•(r)o) の近似値は最も限差の

少いものである。

ここで Wr(-e)と l、r(e)の関係を調べてみる。

Wr(-:）は eの r次の多項式であるから， P s r 

の lp(~) の線型結合で表わされる。したがって (1. 2. 

5)により，

rlW,-（一5)ls(e)．V i ：炉＝0, r<s・・・(1.2. 11) 

である。又 r>sに対しても，

•\:1 Wr（疇）ls(;)ふ乞

=~;『-1 ls(~) 、I}—~id~ f 〗 ✓-l-~f -!!tS,-dミ＇

ーク

=-2¥ t,lr（ど）vi：言： 45][>"'/i—+: [t：-):／dミ

_ 1 r l:1 Ws(-:') ll•(5') 〈昌i/-dざ＝ 0, r>s 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.2. 12) 

であるから， Wn(-:）は比例常数の迩いがあるだけ

で，関数形は ln（ど）と一致する。それで

(80J) 

ln(f) =O ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1. 2.13) 

の方程式の根を

針ZJ, i= 1, 2, 3, ····•·n ・・・・・・・・・・・・Cl. 2.14) 

とすると， これは (1.2.10) の ~kw) と

鉗V)＝ー的， i=n--k+l ・・・・・・・・・・・・・・・(1.2.15)

の関係にある。

この様などやは次の様にして求められる。

e = -cos (｝・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.2.16) 

とおくと，（1.2. 5)は

z_f: lr(-cos {})ls(-cos{}）cos2{} d{)＝如.。 2
・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.2.17) 

である。

l,•(cos O) -----J._ cos(r+ 1/2)0 、 . - --- --―＿ ＿ ・・・・・・・・・(1.2.18)v re cos()/2 

とすると， これは:について r次の多項式で，且つ

(1. 2.17)を満足する。

r=nとすると，（1.2.18)が 0になる根は n個あ

り，それは

cos() ＝cos O i, i c-cc 1, 2, 3, ・ ・ ・ ・ ・ ・ n 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(l.2. 19) 

ただし

()i = (2i-1) re I (2n + 1)・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.2. 20) 

である。したがって，

どや＝一cos{Ji ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.2. 21) 

である。これを荷璽標点 (loadingpoints)と名づけ

ることにする。これに対しさkw)は

荘w) 召 COS0i=COS On-k+t = -cos 
2k冗

2n+1 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.2. 22) 

となる。これを吹上げ標点 (upwashpoints)と呼ぷ

ことにする。

図2は n=4としたときの標点分布閃で， 0印が荷

屯朽点，●印が吹上げ栖点である。

rの近似式 r*の表現として荷董栢点において rと

r*の値が一致する様な補間式を用いると実用上便利

なことが多い。

それで， r*として，

?i. 

r*(f, 刀o）-E r(5i1)' 刀o)h,｝n)（E) ・・・・・・（1.2.23) 
i=O 
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図 2

の形の近似式を用いる。その式の hり(~)は

の m 個の根を

祓D), k= 1, 2, ・・・・・・, m・・・・・・・・・・・・・・・(1.3. 5) 

芝

とすると，これは吹上げを有限項の Wkの和で表わす

とき誤差を最小にする吹上げ椋点である。

(1. 3. 3)を用いて (1.2. 11), (1. 2. 12)と同じ様に

すれば， WK(-7J) が Pk(~;）と同形の直交関数列をつ

くることがわかる。

それで

Pm(r;)~0....................................... (1.3.6) 

の根を

砂JI)'j=1, 2,......, ni............... (1. 3. 7) 

とすると，これは刀kw)と

叩(~) =( 
1, e=5『)

0, 5＝則， jキi

の条件を満足し，且つ:の n-1次の多項式と

✓(1-5)I(1+5) との積で表わされる関数である。そ

れは

砂(~)= 犀）

（ミーどi(l)）［贔ln(5)］e＝も

x《1十むim-]戸
1一どi(l) 1+5 

m―̀  - • • ・ • ・ • ・・・・・・(1.2. 24) 

で与えられる。

1. 3 翼幅方向の最適標点

この場合も駕弦方向のときと同じ方法によって最適

標点を求める。積分方式はやはり (1.1. 6)を用いる

が，刀を含む項，即ち ai によって最適栖点を導く。

駕幅方向の揚力線の解を参照すると，

00 

ar（1J) = vlーがI;Prk(Y)) ・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.3. 1) 
k=O 

の形に表わすのが妥当である。ただし Prk(r;)は r;の

k次の多項式とする。この式の ar(r;)は (1.2. 2)の

ar(r;)を意味するものであるが，以下では ar,P、rkの

記号の rを省略して表わすことにする。かは

『加(r;)Ps(r;) /1ーが物＝如 ・・・・・・・・・(1.3.'2) 
-1 

を満足するものとし，

いることにして

また m は (1.1. 10)の形を用

-W心） ＝J 1 a二戸
-1(刀ーが）2

Pk(が）dが ・・・・・・(1.3. 3) 

と害く。方程式

W m (r/) -0・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.3. 4) 

祖））＝一砂P>,k= 1, 

j=m-k+l 

の関係にあることがわかる。いま

2' ..・・・・， m} (1. 3. 8) 

r;=cos <p ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.3. 9) 

とおくと，（1.3.2)は

,:加（cos<p)Ps(cos <p)sin2¥Dd<p＝如…（1.3.10) ．。
である。 r) のK次の多項式で，

Pl,• （ 1J) は

(1. 3.10)を満足する

Pk(COS cp) = ✓ 2 -sin(k+l)<p __,:,_~...... (1.3.11) 
7r Slll<p 

である。 k=mのとき，これが零になるためには

cos<p＝cosjrr/(m+l), j= l, 2, ……， m 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.3. 12) 

でなければならない。よって荷重標点は

炉＝cos<pj, <pj=j計(m+l)・・・・・・・・・（1.3.13) 

である。 (1.3. 8)によって吹上げ標点は

松w)=-cos(m+1-K)冗f(m+l)

=cosk計(m+l)・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(1.3. 14) 

となり，吹上げ標点と荷重標点は一致する。

ar（かの近似式として

m 

a*（刀）＝こ a（刀j)g炉（か ・・・・・・・・・・・・・・・(1.3.15) 
j=l 

の形の表示を用いると便利なことが多い。ただし，

g;m)⑰）はローがと刀の m-1次の多項式の稲

で，
(•P) 

g;m)切）＝ （ 1, 刀=%

0'TJ可炉， K全j

を満足するものである。それは

｝ ・・・(1.3. 16) 

(81) 
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g炉（か＝ Pm（刀）
d 

切ーがか）（西Pm（か）刀可j

✓ 1ーが
✓ 1ーが

X~•····················(l.3.l7) 

で与えられる。

焚弦方向の最適椋点の数として， n=lにすると

Weissinger揚力線になる。又揚力線理論における

Multhopp1"の肌準栢点は上記の霙幅方向の最適栖点

と同じものとなっている。これ等の叶卵法はこれ迄数

々の成果を収めて来たのであるから，最適栢点法は多

分よい結果をもたらすものと息われるが，駕端附近で

は(1.1.6)の近似式が適当しないため，最適椋点法の

効果が失われることと，揚力面の計算には揚力線とは

異なる問題点があるから，それの運用には慎菫でなけ

ればならない。

2. Flaxの変分原理を用いる方法

Flaxの方法の根底にある思想は， 梢分方程式を解

くに当って，奨に働く揚力，モーメント，抵抗等の誤

差が最小になる様に解を等くと言うことである。

AH.Flaxは積分方程式の問題を揚力分布を変関数

とする或る汎関数の変分問題におきかえた。 これが

Flaxの変分原理である。 そしてその変分問題を直接

法によって解くことを Flaxは提案している。然し元

の汎関数を変関数の 2次式で表わすことがむつかしい

ため，変分問題はこれ迄不完全な形で処理され，所期

の成果は収められていない様に見える。

2. 1 Flaxの変分原理

Flaxの変分原理は汎関数

J=0［町＋wr

+rJSr・K(f, e；刀ーが） de'dが］dfd刀

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.1.1)

を極小にする様な変関数 r,}を求めると，それが揚

力面の積分方程式の解になるというものである。ここ

にか， iは reverseflow における吹上げ及び揚力

分布で，（2.1.1)の面梢分は揚力面全体に行なうもの

とする。

Flaxの変分原理によると，（2.1.1)の第 1変分は

雰であるから，

加 JJ凸＋w祈）dfd刀

+JJ町dどd刀JJr・KCf,e；刀ーが）dedが

(82) 

+ JSrdf d刀ji祈•K(5, 5'；刀ーが）de'dが＝0

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.1.2)

である。

reverse flow theoremは

JSw7:ded刀＝伯rdedり ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・（2.1. 3) 

或は

....... 
炉1;d1;JJrKdミ’dが

-Jfrd5dr;iji、Kd5’drJ’ ・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.1. 4) 

である。但しKは reverseflowにおける核関数とす

る。

reverse flow theoremは directflowと reverse

flowの積分方程式が互に関連積分方程式であるとき

成立つ。この定理は流場にGreenの第1I定理を適用す

ると容易に祁かれるものであるが，以下では流場の近

似解を考察するのであるから，流場に成立つ定理とし

てではなく，数学的定理として reverseflow theorem 

を取上げねばならない。

(2.1. 4)を (2.1.2)に適用して整理すると，

Ji応＋ iir認 dr;']ded刀

+SJ町[w+SJrKde'd刀']d約＝0・・・(2.1.5) 

となる。祈，祈は任意に選ぶことが出来るから，（2.

1.5)が成立つためには，

-w =SJrKde'dr;' ...・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・（2.1. 6) 

ーか ＝ JJ fKdミ’dが ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・（2.1.7) 

でなければならない。即ち (2.1.2)と (2.1.6)およ

び (2.1.7)とは同等である。

揚力分布の近似解 r＊に対応する吹上げを w＊で表

わし

-w*= Hr*Kde'dr;' .・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.1.8) 

ー w*=餅紐’dが ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・（2.1.9)

の様に定義する。 (2.1.1)の rを総て r*,戸で置換

えると

J=J炉＊＋町＊ーw＊戸）d約・•…… ·(2.1. 10) 

となる。

揚力面を解いて求めたいと考える流体力 Fが

F=H向d紐 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.1.11、)



で表わされるものとする。

F と］の差をとると 12),

F-l=JJ(wr-wr* --wr*+w*r*)d約

り仰(r-r*）-r*（W-W*）｝dtd7/

である。 (2.1. 8), (2.1. 9)の定義と， reverse flow 
theoremにより

F-］＝JJ{W(r―-r*）-rw*-r*w*｝dtd7J 

=〇(w-w*)(r-r*）飼 ・・・・・・(2.1.12) 

または reverseflow theoremによって

F-J = Hcw--w*)(r-r*）紐·…••(2.1.13)
と薯かれる。

(2.1.12)を (2.1.11)と比較対照すると，（2.1.12)
は流体力 Fの誤差を表わすことがわかる。 したがっ

て Flaxの変分原理は流体力の誤差を極小にすること
を意味している。この流体力は

W=constのとき F:揚力

w予 のとき F：モーメント｝ （2.1.14) 
w=W のとき F:誘専抵抗

となる。

漢面上において (W-W*）（r-r*)は正にも負にも

なり得ると考えられるから，（2.1.1)が極値をとる様
に近似解を求めても，それが最も誤差の少いものと断

定することは出来ない。これは Flaxの方法の一つの

欠点であろう。

2. 2 揚力面全面に変分原理を適用する方法

Flaxの解法は (2.1. 1)の汎閲数の変分問題を
Rayleigh-Ritzの方法にならって，匝接法によって解

こうとするものである。

揚力分布の試験渕数 (trialfunction)を

麿， 7）)＝〈1二5-----n-I m-1 

l+f 
✓ 1ーがこ EArj的 J

r=O j=O 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.2.1) 

疇，り）＼／1＋:V 1ー五心"E心（―:厄J1 -: r=0 j=0 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.2.2)
とすると，これの第 1変分は

註：非定常奨の場合は酋通に用いられる reversefl-
ow theoremでは力は計算出来ない。筆者の導いた
reverse flow の第Il定理13)を用いる必要がある。
そのときは変分原理に適用する積分方程式の形が少
し変る。
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~ - J1+: n-l r9L-1 -

or=、----—1-f 
vl がここ 6Arj(-5)rが

r=O j=O 

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.2.3)

である。 arについても同様の式で表わすことができ
る。

OArjは任意の値にとってよいものであるから，（2.
2.3)を (2.1. 5)に代入した場合， 6A万の係数1対数
は0となる。よって

-ii叫汀デ疇d刀

=H✓日 ✓~2- 咋d刀HrKd;'dが，

瓜冒V1ーが紐d孤7J

=JS✓冒 V1ーが ~d~d刀 JJrKdざdが，

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.2.4)

の様な心についての nxm元の連立1次方程式が
得られる。それを解いて Arjを求めれば， （2.2.1) 

によって rが得られる筈である。

(2.2.4)の形は (2.1.14)に示した Fの種類には1刈
係なく，最初に仮定した試験関数 (2.2.1), (2.2.2) 
にのみ依存する。これでは初めに意途した所は殆んど

充たされていない。その原因は汎閲数］が rと｝の
双 1次形式で表わされているのに， rと rを互に無
関係な変閑数として取扱い， しかも directflowのみ
を取上げているからで，この方法では変分問題の解法
として，その効果を表わさない。

喝が前後対称な平面形をもつ平板のときは， Arj-二

Arjであるから，汎関数］は Arjの2次式となり，

上記の方法によって誘導抵抗の誤差が極小となる様な
解が得られる筈である。

もし｝が既知ならば， reverseflow theoremによ

り，単にfを砧分するだけで流体力が得られるので，
direct flowの柏分方程式を解く必要はない。 rの近似
値が得られているときは，それを用いれば，（2.2.4)
によって流体力の誤差の少い解が得られる。例えば
reverse flowの仙分方程式として (1.1. 6)の形の近
似式を用いると， rは近似的に

幻＝constのとき

r =〈1士ミ V1ーが 宮A。jが•・・・・・・・・・・・ (2.2.5)1 -5 j=0 

(83) 
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w=~ のとき

-〈1―+t--＂t-1 r = ---V1ーが I; (A。j-A成）が
1-5j=0  

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.2.6)

の様に表わされる。

したがって揚力だけを必要とするときは，（2.2.4)

の第 1式だけ，またモーメントを必要とするときは第

1式と第 2式を解いて A。j,Aljを求めれば，或程度

満足出来る解が得られるであろう。

2. 3 揚力面の翼弦方向に変分原理を適用する方法

rの巡幅方向の分布形は翼の平面形及び迎角分布に

左右されるものであるから，淡の種類に応じてかなり

変るが，漢弦方向の分布形は翼端附近を除けば，斑型

の二次元流としての特性から，略々推定できるもので

ある。したがって rを (2.2.1), (2.2.2)の形の級数

で表わしたとき，どに関しては少い項数で充分近似し

得るものとみなして差支えない。

それで r,rーを 7Jの方向には単なる未知関数とし

て表わし，

1.:.._5 n-1 

慮，刀） = v}::i=-~ ~ft Arか(r；)Vr(-5) 丘-5r=0

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(2.3.1)

蓋， r；）＝〈i千en-1 --` --
I; A心(r;)vr(e)..,(2.3. 2) 

1 -Er=0 

と置く。但し Vrは）は 5の r次の多項式である。

これを Flaxの変分原理に適用すると，

応乳互阿訊ふ（枷(5)•• …… •(2.3.3)
1-5r=0 

であるから， directflowの項だけを書くと

-ii伽、／@vo(Owd紐
1-5 

=Hパ胃％（芦哨rKdg'dが，
(2.3.4) 

..................................................., 

である。か切）は任意の値にとってもよいものである

から，（2.3.4)の刀に関する積分は脱落して

i1 ✓1+5%（e)wd: 
.l-1 V 1-e 

=fl外字(5)哨rKde'dが，

-『凸名
ー1 1-5 

i(~)wdg 
・・・(2.3.5)

(84) 

=[1平和e)deJJrkd5’d7J'，

............................................., / 

と書かれる。これが Flaxの連立積分方式で，この式

の rに (2.3.1)を適用して， かについて解くのが

Flaxの方法である。

(2.3.5)は秘分方程式 (1.1.4)に Galerkin 0))J 

法を適用した形になっている。もし (1.1.4)の両辺が

『 1+~ 
~I Vr（ミ） Vs（的心←~d;=Ors ・・・・・・・・・・・・(2.3.6)

を満足する直交関数タリ Vr(;)で｝炭閲出米るものとす

ると， （2.3.5)は秘分方程式 (1.1.4)の両辺でその

係数関数が等しくなると厭いた式である。

(2.3.6)の変数 5を一5に置換えると，（1.2. 5) 

と同形になるので，店(-5)は lr（ミ）に等しいことが

わかる。したがって v,.(;)が (1.2. 7)の Wr(;)と同

等になることは既に最適標点法の所で述べた通りであ

る。こうしてみると， Flaxの方法は最適標点法の考

えを局所適合ではなく積分平均の形で表現したものと

解訳出来る。

Flaxは (2.3.1), (2.3.2)として Birnbaum級数

を用いているが，（2.3.6)を満足する Vr(;)による級

数を用いると (2.3.5)の連立方程式の対角元素が大

きくなるので，数値計算には，この方が好都合であろ

う。

変分問題に Rayleigh-Ritzの方法が適用できる場

合や， 積分方程式が Fredholmの第2種の場合には

Galerkinの方法を理論的に導くことが出来るが，

Flaxの方法はその何れにも属しない。 したがってこ

の方法は変分問題の処理としては，理論的根拠に十分

明らかでない所があるが，変分問題から離れて，単な

る数値解析の方法として考えれば不都合はないし，事

実，数値計算の結果では，他の方法によるものとよく

一致すると言われる。5)

楊力面を近似的に揚｝J線として計算するとき， （2. 

3.5)の第 1式が屈々用いられる。この式は（1.1.9) 

と同形であるから，揚力線の積分方程式を達く手段と

して適切なものである。

Flaxの炭分問題をもっとり丘全な形で鮒くにはdirect

flowとreverseflowを同時に解く様にエ火しなけれ

ばならない。波の散乱の問題に関する積分方程式の数

値解法として， Flaxの変分問題と全く同形のものを

取扱った例があるが，そこでは directflowとreverse

flowとに相当するものを同時に解いている。14)



3. 最小二乗法の方法

これは1火上げの謀差が極小になる様に柏分）j程式の

数値解を求めるという，極めて常識的な方法である

が， it卵に非常な手数を要するため，これ迄殆んど収

上げられなかった。それが最近， W.P.Rodden& J. 

D.Revell, ].A.Fromme等によって， そのイi用さが

強淵され，人々の剥心を引く様になって米た。

この方法の利点は誤差の丼価が比較的容易な所にあ

るが，複索数に対する最小二乗法の適用について，理

論的に解明しなければならない所が残されている様で

ある。

3. 1 揚力面全面に最小二乗法を適用する方法

最小二乗法を吹上げに適用する手段としては幾つか

のものが考えられるが，ここでは揚力分布を有限項級

数で表わし，吹上げの誤差が極小になる様な上記有限

項級数の係数のイ直を求めるという方法を取上げる。

揚力分布を (2.2.1)の形で表わすことにし

-Wrj=J〗 \~1K（らざ； r；-1/'）朽

〈J-f -
1 +f' 

炉 V1 -り/2dざdが ・・・・・・・・・(3.1.1)

と占くと，吹上げ t0 の近似値 w*は

71、-1rn-1 
W*=I: I: ArjWrj ・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(3.1.2) 

？・ヨ0j-'0 

の様に表わされる。

W の正確な値に対する二釆平均誤差 i）は，

1 1 

n = (J~1 (w-w*)2d紐 ・・・・・・・・・・・・・・・・・・(3.1.3) 
-lJ-1 

で与えられる。 これが極小になる様な Aりを求める

0)であるが，それは 0の A1jに関する微係数が 0に

なるとすればよい。 (3.1. 3)は A1jの二次式になっ

ているので， Ariについて

[J~1ww。0d~dr;
-IJ-1 
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l)によって揚)J分布の値が1ばられる。

この方法は最も明快であるが， Arjを木知数とする

連立)j程式の係数の社卵に手間取るので，これ迄壮罪

された例が少い様である。

非定常渕の場合は吹上げ Wが仮本数になるので，絶

対値と偏角に分けて，（3.l.3)を処理しなければなら

ないと言うめんどうが生じて来る。

3. 2 揚力面の翼弦方向に最小二乗法を適用する方

法

既に 2.3節で述べた様に（2.2.l)の級数は拠弦方向

には項数を少くとっても充分な近似が得られることが

多いので，この項数を節約して，近似をよくするた

め，蚊小二屎法を淡弦方向にだけ適用する。

rを (2.3.l)の形で表わす。

-Wr*= t, t,K(e,ざ； r；ーが）か（が）

Vr (ヽ--ぎ）✓＿1予ーII- de’dが...... 
1+5 

(3.2.1) 

と占くと， Wの近似仙 w*は

?t-1 

w*=I: Arw?．＊・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(3.2.2)
r=O 

n-1 m-1 r1 r1 
＝互。羞ArjtI tl WooWrj必drJ,

|1 |l tow10企d1J
• -I• -1 

Il-l IIl--I I I 

＝こ EA1Jf f [0砂 rj心(ir/，
r=U j=0. -1. -l 

・・・(3.1. 4) 

の連立方程式が得られる。

(3.1.4)は Arjについて nxm元の連立一次方程

式であるから，これを解いて Arjを求めれば，（2.2. 

で

係

’

そ

，

I-

『

こ

～

ヽ

ノ

）

ら

L
J
 

①

徽

め

、

。

に

d

5

カ

、

n
 

2
.
1
0

る

2

る

し

り

と

ヮ

5

2

8

．

t

．
し
し
る
―
•

3

c

す

3

、

イ

'

1

-

3

(

ヽ

（

の

さ

3

（

n

（

し

、

．
 

.

u

関

・

カ

し

・

．

．

 

．
 

て

"

f

に

・

し

っ

）

月

I

I

"

"
t

＼
叶
—

\
J
|

ー
ノ
ぇ
む

4

を
さ
こ

‘
-
P
~

"

h

r

d

、5

さ

ま

ょ

L

i

-

+

"

ヽ
'
4
l

，
ヽ
j

ー
ー

.

g

A

d

d

 

，
 

・
・
1

"

e

)

）

/

,

1

6

-

I

 

．
の

C
f
c
f
~

ゞ
入
と

C
.

／
＞
＇
:

~
・
カ
ー
刀

d

こ

.

＂

．

)

d

プ

ー

f
 

w
 

'ヽ“

は

＂

は

i

で

ヴ

＊

。

＂

り

＜

で

Cl

ざ

)

-

5

5

w
w
~

・
げ
が
＿
＋

(

r

-

l

1

―ー

差

:

)

は

の

＊

＊

．

TC
解

し

'

.

r

り
り
／

謀

沼

ミ

、

w

w

.

r

り

で

て

し

1

1

・

祭

に

1

-

l

-

＂

数

形

ー

し

＞

C

匂

g

f

C

I

i

る

よ

f
J
f
J

．

に

ー

l

7

1

り（
 

平
万
に
す
ば
ー
―
ー
ー
~
閲
の
店
月

f
ー
・
1
-
5

q

,

5

p

しー・

r
 

＞
 

屎
”
こ
に
れ

d
d
f
~

知
ま

t
t
採
い
―

ふ
―
―
→
こ
小
す
り
り
~
木
ま
．

5
を

r
C
5
0
物

1

れ

0
-
W

。
極
と
（
（
~
は
の
似
り
―

r
l

1
-
K
 

b
 

1

4

 

さ
面
（
ー
る
を
る
ヅ
ザ
~
。
に
こ

D

近
一

ゎ
断
r
L

れ
）
な
5
W
I
~
る
中
は

2

の
＊

r
­

表
る
＿
一
ら

3

に

W
ー

W
ー
~
れ
の
）

3

）

w
+
x

1

-

．

4

(

5

1

 

．

．

 

ら
＊

r
 

に

な

9

え

。

2
0
r
l
f
J
"

得

w

2

で
ー

3

れ

L

様

TJo

与

る

⑱

が

の

で

あ

数

が

（

（



22 

である。
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