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Synopsis 

A turbine disc is a typical model of rotating bodies which have been studied so far because it 

is the most essential component of a steam or gas turbine. 

The accurate determination of the stress state and deformations in running discs have been 

regarded as the main problems in the design and construction of high-pressure and high-speed 

turbines, so that many studies have been done with oespect to those problems. 

This report shows the survey of researches related to the elasticity, elasto-plasticity, plasticity, 

fatigue, fracture and creep problems of rotating bodies which have been carried out by many 

researchers so far and have been collected by the author. 

1. まえがき

タービン，超辿心機，光電機，送風機などの回転槻

械は，性能向上のための回転数の上昇や怪鼠化の結果

として回転部分の負担が増加し，弥度の面からの研究

をますます必要としつつある。研究の対称となるの

は，回転体に生ずる弾性的な遠心応力の解析問題，タ

ービンディスクなどのように熱応力が付随する問題，

許容応力を降伏応力以上に採った弾塑性問四などであ

り，また，機器の発停時に注目すると非定常問題が考

えられる。発停のくり返しを考応すると疲労強度が玉

要な課題であり，回転機械による災告防止の面からも

回転体の破壊の研究が必要である。

理論解析の手法には，計算の簡易化のため種々の仮

定がおかれるのが普通である。解析的に解くことが困

難な場合は，拡礎式を差分化して数値叶鍔による方法

と近年兒達した有限要素法による方法とがある。一

方，実険的手法には光弾性凍結法，光弾性般朕法，ひ

ずみゲージによる方法があり，それぞれ一長一｝誌があ

る。

2. 回転体についての総説

呪在まて辿心応力場での応力解析，とくに回転体に

ついてまとまっているものとして，弾性の場含を扱っ

ている Lofflerの著者叫弾性，塑性，疲労および破

壊をも合んだ白鳥による講座 (2), Prasekによるクリ

ープと塑性を含んだ解説(3)が出されている。研究の動

向をまとめたものとして鵜戸口による展望(4)があり，

その後，回転円板の強度を主にして鵜戸口が解説(5)し

ている。ひずみ増分迎論と変形迎論による塑性叶粽法

については白烏による解盈(6)がある。

3. 弾性解析

蒸気タービンの構成要索であるディスクを対政とし

て回転円板の研究 (7)が生まれ，古くからソ連，アメリ

ヵ， ドイツなどで研究が展間された。 Donath18), 

Holzer(91, Grammel 00) らによって任意の変厚の円板

をFig.lのように幾つかの噂厚のリングに分割して解

く方法が得られた。 Tumarkin(ll)［ま

y=Bfra (1) 

著者は数年米回転体の応力解析に取組んてきたが， で表わされるような HyperbolicProfileを有する回

その過程で著者が集めたか，または目を通した論文を 転円板の応力解析を行ない，次式の応力成分を導い

整理の意味でこの小論にまとめた。 た。

＊ 機関開発部原稿受付： ll且和47年10月30日
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Fig. 1 任意の厚さを有する円板の分割

E 
<Jr = ~ [ (3十v)a炉＋ （<J;1 + v)b1r¢1-1 

l-J.12 

＋（伽＋ッ）b2r¢2-1]

E 
/ (2) 

(Jo = ~ [ (1 + 3 tJ) a炉＋（1+ゅi)d1r11-1
1一炉

+ (1 + <p21J)b2r炉 !J

ただし，（1）式において yはディスクの厚さ， rは半径

B と aは定数である。 (2)式において加 b2!ま塙界条

件から決まる定数， aは

a = ----• (1-此）p(/)2

E[8-（3十tJ)a]

であり，仇と伽は次式の板である。

炉ーaゅー(l+a!J)=O (4) 

また， Tumarkinの論文の参考文献にはそれまでの研

究が記されており，初期段階の歴史的推移を知るには

便利である。

Lee 02)は，厚さ hが c,k,sを定数として

h=cexp(kが）

(3) 

で表わせる中空の回転円板の解を導いた。

溝口は物体力を有する二次元問題の征磁研究 (13),(14) 

(15), (16) を行ない，それを羽根を有する回転円板 (17) に

応用して解析解を得た。

弾性軸上に円板が囚定されて，それが皿転する場合

の応力解析は Sabramanian ら(18)によって行なわれ

た。ただし， Fig.2に示されるように，径 bの軸は平

(5) 

Fig. 2 軸上に固定された円板

面ひずみ問題として取扱う一方，内径 d，外径 aの円

板は平面応力問題して解き，両者の境界上で各応力成

分が等しいという条件を用いた。結呆は，材料が異方

性を持つとして

叫 dise=A1ど―1+i+A近―1-＇-Klp叫 c吃2 } 

叫 disc ＝え［A1~-i+,_A2e-1-,J-K辺妍c守
(6) 

となる。ここで，ど＝r/c, え＝（Eo/Er)112

k庁
(3十l,lor)

9-ぇ2'
K2= (3K1-l), 

A心ふは積分定数である。

軸においては

叫 shaft=B1e-1+え'+Bぇ1+;.1_.K:孤w彎

叫 shan＝え／［土二＋2ic12;2膝 l+i'］ ｝ （7) 

プライム記号は軸に関することを意味し，他の定数は

(6)式中のそれらに粗当するものである。同様な問題が

CeraJib09)によっても取扱われは。 Bazaj<20)はN佃の

異なる材料よりなる変厚円板の応力を解折した。

回転円板の外周上にノッチがある場合について，

Fesslerら(21)が光弾性法にて解析し応力集中係数を求

めた。 また村上ら (22)は光弾性によって応力を求め，

Neuberによる帯板の引張の理論解とを比較した。

(80) 
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Fig. 3 外周上に discreteする荷玉を受ける円板

Fig.3のようなタービンプレードによる府重を考慮し

た解析解が菊地ら (23)によって求められ， 光弾性法に

よる実険値と比校を行ない，ブレードのルート部の応

力は中心孔周辺におけるそれよりも小さいという結論

を得た。最近，弾性学の境界値問題を積分方程式に帰

着させて解く方法が若千の研究者によって試みられる

ようになった。 Gallus<24)は上記の方法によりノッチ

付きの円板の問題を解き，光弾性による実験値と比校

して良好な結呆を得た。

羽根を有する回転円板の研究については，先に記し

た溝口 (17) による対数らせん状の羽根を有する場合が

ある。また Schilshatsle!25)は RadialFlow-Rotorに

ついてブレードと円板の相互作用を一次元的なものと

して取扱い， Rimrottら(26)および Beglinger'27)はイ

ンペラーの応力分布を求めた。 同様な問題を Thur-

good(28) と Nill<29)は光弾性凍結法により研究した。

Fessler <30'しま円錐状の円板の応力を光弾性凍結法にて

求めた。

面内に回転軸を有するだ円形Rotorの研究は Gold-

bergら(31)により，円形と三角形板についてはHodge<32>

によって行なわれた。

回転円板の最適設叶に関する研究は Seiregら(33)お

よび， Suranaら(34)によって取扱われた。

回転数が時間と共に変化する場合は，円板内にせん

断応力 Troが生じて半径方向のつり合い式のほかに，

周方向のつり合い式

l d 1 
ー ~(rtてro) +~-tてro=patt (8) 
r dr r 
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が必要になる。ただし， tは円板の厚さ， aは0方向

加辿度である。 Tang!35l(ま↑＄厚中空円板を， Phillips

ら(36)は変厚の中空円板の研究を行なった。 異方性の

円板が速度を変えながら回転している場合の応力解析

はSamata<37)によってなされた"Chowdnhuryら(381,

(39)は円筒が任意に回転辿度を変える場合と周期的に

変える場合を取扱った。皿転数が対数曲線的に贈加す

る場合の雰厚中空円板の解析が菊地(40)によってなさ

れた。

円板の外径に比して板厚が厚い場合は平面応力問題

として取扱えなくなり，三次元弾性論の間屈となる。

回転円板の三次元的取扱いは Timoshenkoの著書(4ll

に近似解法が記述されている。斎藤は短円柱を対象(42)

としてその応力関数を求め，中実の皿転円柱に応用(43)

して厳密解を求めた。中空の回転円筒内に生ずる応力

解析は柴原ら(44)によって研究された。 Wu(45)は級数

解によって三次元回転円板を， KpOJib (46)は変厚の楊

介を必分方程式によって解いた。

回転円板が極異方性を有する場合，パラメーク

た (Eo/Er)112 (9) 

を定義し，中実円板の応力をTang!47)が求めた。同様

な結呆は MKpT只H(48)によっても得られた。

近年，電子叶邸機の使用を崩提としてl}廿允された直

期的な応力解析の手法である打限要索法によって

Cuntze(49lがコンプレッサーのインペラーの応力を解

析した。

4. 弾塑性，塑性解析

白鳥は全ひずみ理論とひずみ増分理論による回転円

板の解析的研究(50)を行ない， 回転数が時間と共に増

加する円板に対し両者の差はなく， したがって全ひず

み理論の使用が可能であるとの糸如命を得た。さらに白

烏は，公称ひずみを直線的に変化すると仮定した中丈

叫反の塑性近似計算法(51)を開発した。 ひずみ増分迎

論による塑性変形の研究は Takeyama(52)によっても

なされた。 Hagiwara!53)は白馬の方法を変厚の中空円

板に応用し，厚さがFig.4のごとく直線的に変化する

場合を， Parameter

¢=-Ra ha-he 
h;-Ra—厄

(10) 

を用いて放伯解析した。 (10)式にて Ra,Reは円板の外

託と内任， haとheは外周と内周上の円板の！’-化さをぷ

す。 KapmIH(54)は応力ひずみ関係式として

1;=<1/E+O. 002(c/<1s)k (11) 

を用いた解折法を提案した。ただし， (Jsは降伏応力，

(81) 
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Fig. 4 厚さが直線的に変化する円板

c, kは定数である。 Zaidは変形理論と Masesの降伏

条件を用いて弾性と塑性の両者共存の場合(55) と， 完

全に塑性状態にある場合(56) について円板の応力を求

めた。 Wuは変形理論による中空円板(57)， 中実円

板 (54)の近似解法を提案した。

円筒の弾塑性解析は Trescaの降伏条件を用いて

Hodgeら(59)によって研究された。

5. 弾性熱応力解析

Manson (eo) は脹礎方程式を差分方程式に変えて，

電子叶錦機による数値解析の手順を確立した。皿転円

板の平衡方程式

d (rh(1r)-huo+p(I)デ＝0 (12) む→-

と，適合方程式

羞（開）—羞（閃）＋羞(aT)
一旦＋レ）色―(1り2-0

Er 
(13) 

をFig.5のように差分化すれば

C叩，n-Dnuo,n=Fn(1r,n-1+ Gn(10,9i-1-Hぶ

Cn'(1r, ？i-D叫，X＝ Fn’゜〗？t；；n予'00,71-l }（14) 

のごとく表わせる。ここで Cn,Cn', Dn, Dn', F n, Fx', 

Gn, Gn', Hn, H兄は E,v,rよりなる係数である。上記

の方法により逆に応力が与えられて円板の Profileを

(82) 

ゞ
）
毛

Fig. 5 nと(n-1)点の間の中間点の近似

決定する問題(61)が Mansonによって研究された。円

板の材料が異方性を有する場合について，菊地ら (62)

および Chakrabarti163'が取扱った。

6. 弾塑性熱応力解析

変形理論とMisesの降伏条件を用いて変形が大きい

場合が Manson(64）により解析された。 Merdelson 

ら(6” は平衡方程式と適合条件式を用いて， ひずみを

次式のような積分形で表わした。

1-li2 p(l)デ l+1.,1fr 
co=― E 8 + r2i。aTrar

＋ 1-ン JrCrp-copdr+ 1+li 
2 o r 2r2 

J: (erp+c8p)rdr+% 
2 

(15 a) 

1゚ー此 p叫 r2
er=-e{)一＋（l+li)aT+erp+lieop 

E 2 

+ （1-0)i。:~dr+Ca (15b) 

ez= ——~(er+e{))+ }二 aT_1-2li

(ero+e{jp) (15 C) 

ただし， C3=Ca(eop, Erp)。上式において初めに塑性

ひずみ erp,c8pを仮定して Cr,co, Czを求め，この｛直

を用いて crp,cfJpを叶罪し， Cr,c{)，czが収束するまで

同じ手順で反復叶卵するという逐次近似法を導入し

た。 PlaticFlowとクリープを受ける円板の応力解析

は Millensonら(66)およびに TpyxHHH(67)よって取扱

われた。

実験的には Tepexos(68)が外径280mm, 内径70mm

の円板を 3分間で 0→15,280rpmに加速するとともに

リム上を加熱し，中心部は冷却空気によって冷やすと



Table 1 タービンディスクの破壊

Inspection to de- I 

Failure Type I Cause I Rate of propaga- termine incipient 
Suggested frequency! Special warning 1 

tlon for inspectlon measures I Design remedy 
failure 
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temperature 

distortion ! At blade replace- I Time-temperature I (2) Controls to avoid 
overtemperature and 

I i ment rpm recorder, overspeed 
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． 
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Serration tensile I (b) Material I Time dependent 
I I (3) Reduce stress con-
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embrlttlement for cracks I i serration tensile 
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(1) Improved rim cooling 

Radial rim oracks I Thermal fatigue I Cycle dependent I !At blade replacement! 
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(2) reducetemperature 
gradient 

I (a) str~ss concen-I I _...  I 
i', t;~tf;~ ------ I I Surface inspection I I Log of number of I Use other method for 

Pinhole orack i 
i (b) Stress crrosion 

:~~ I Cycle dependent I !At blade replacement 
for cracks I I starts I retaining bides 

; (c') Th (c) Thermal fatigue] 
I 

Probably time I (a) Dimensional I After evidence of I Time-temperature 
I I Improved inspection in 

| 
I crack I (2) Overtemperaturel dependent I (b) Weld inspection/ overtemperature I rpm recorder 
! I I manufacture 

Disk burst I Defective disk I Instantaneous 
I 
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いう方法で高温ひずみゲージにより弾塑性熱応力を測

定した。 Amada(69）は白烏の方法を用いて，温度分布

が

T=T lnr/a 

゜lnb/a 
(16) 

で表わせる場合の定常弾塑性熱応）Jを解析した。さら

に一定回転下の円板の外周部が蒻温流体によって加熱

される場合，発生する非定常弾塑性然応力の問題が天

田ら (70)によって取扱われた。 上記の結呆の拡張とし

てAmada(71)は非定常な熱負荷と辿心力負前の下の皿

転円板内に生ずる応力を研究した。

7. 回転体の破壊

ガスタービン・ディスク破壊は大きな事故に連がる

のが＇，店で，その原囚にはいくつかの形態が考えられ

る。ブレード取付部のセレーションの引張破壊， リム

の熱疲労によるクラックの発生，ディスクの Burstな

どが主なものであり (72)，それらを Tadle1にかかげ

る。回転円板が破壊する場合，材料が廷性材料である

か，あるいは脆性材料であるかによって破壊形態が異

なる (2)。延性材料の破壊として白烏(73)はAl円板の皿

転による破壊と変形を観察した。 Skidmore<74)は鉄と

Alの叫反の BurstTestを行った。国転体では通常，

中心部に生ずる応力値を低下させるために外周部に比

絞して厚くなっている。この厚内部分であるボス部と

破壊強さとの関係を菊地ら (75)は実験的に研究した。

Holmsら(76),(77)は強度におよほす Ductilityの影密に

ついて調べた。

Winnerら(78)は

（冗!E)K戸 G （平面応力）

k: Stress Intensity Factor} 
(17) 

で定義されたGが材料，板厚，温度，切欠き長さなど

によって定まる FractureToughness Geに雰しくな

ると脆性破壊が発生すると考えた Irwin理論をディス

クの Burstに応用した。桂ら (79)は発電機の回転子材

料である Ni-Mo-V鋼を使用して回転破壊試験を行

ぃ，ノッチ曲げ試験によって回転強度の推定が可能で

妍ることを示した。 Sankey<80)は平而ひずみ状態の下

で，中心孔の周上に疲労クラックをつけた Cr-Mo-V

鋼の SpinTestを行ない， 脆性破壊強さにおよほす

温度の影孵を研究した。 FractureMechanicsに晶ず

いた設計韮準をタービンホイールに応用することが

Brandt'81)によって試みられた。Holmsら(82)Induction

Heaterによってディスク外周上を加然し， ディスク

に温度分布を形成させて BurstTestする方法につい

(84) 

て調べた。タービンローターが定常熱負荷とくり返し

然負荷を受ける場合の応力やクリープの影密について

Chudd (s3)はいろいろな荷重条件の下で研究した。

8. 回転体の疲労

本下ら (84)はGlSB材の定ひずみ疲労試険を行ない，

その値からRotorの疲労強度を推定した。現在までく

り返し回転発停による疲労の実験は数編を数えるのみ

である。 穐原(85)はけい索鋼板と銅板の試験円板を用

いて引脹圧粕ひずみサイクル試験とくり返し回転試験

を行ない，後者において前者よりも少い回数で破壊す

る傾向にあるとの結果を得た。これは中心孔の変形に

よりちょうど前ひずみが与えられているとしての方法

によって修正するとかなり良く一致すると述べてい

る。しかし，白鳥や Mattaviは前ひずみよりむしろ

平均ひずめの影密であると考えた。白謁(86)はAl円板

を用いて回転，停止のくり返し試験を行ない，引張圧

縮のサイクル試験と比較して，後者より前者を予想す

ると安全側になることを示した。 Mattavi (s7)は鉄と

Al合金の 2種についてタービンディスクと同形状の

試験片をつくり，平均ひずみを変えて実験を行ない，

その影轡を調べた。 また Miner仮説についても実験

を行ない鉄合金については l'n/N=O.99, Al合金に

ついては1.44の結呆を得た。

9. タービンプレードおよびその他

排気ガスタービン用の中空ブレード内の温度分布と

応力分布について Pollmann(88)により研究がなされ，

また， INlOO材についての同様な問題を Kaufman(89)

が論じた。ブレードを次元問題として Geradによっ

て確立された然光弾性法を用いて Jlo6HOB(oo) は非定

常熱応力を求めた。さらに npoTKHH(91)は非定常な祁

塑性熱応力を解析した。ブレードのクリスマスツリー

部を等角写像により複索平面に変換し，｝レート部の応

力集中を HHrHH(92)が解析した。

10. 偏心円孔を有する回転円板

Jefferyによって研究された Bi-polarCoordinate 

を用いて 1円孔の場合を Udoguchi(93)が，多円孔の均

合を斎藤(94)が解析した。 Greenら(95)は多円孔の場合

について晶磁式を差分化し数値叶算により解いた。岡

村ら (96)は1円孔を有する場合について有限要索法と光

弾性法を用いて比較を行なった。実験的にはBarnhart

ら(97)によって光弾性法で， さらに直線的に厚さが変

化する円板を斎藤ら (98)がひずみゲージにより調べた。



発電機の性能向上のために鉄心の応力を皮膜法を用い

て佐藤ら (99)が研究した。

11. クリープ解析

Wahl 000)はひずみ速度 eと応力と時間 tの間に

s=kaザ(t) (18) 

なる関係が存在すると仮定し， Mises-Mises叩と

Mises-Tresca刑を用いて解折し， 実験と比校するこ

とにあり次の結果を得た。すなわち，応力分布におい

ては Mises理論と Tresca理論との差異はないが，ク

リープの経時変化は Tresca理論の方が実験と良く一

致することを示した。 Prasek(101)はMises-Henky仮

説を用い，さらに(17)式を仮定して次の腿礎式を祁入

したn

d 
dr 

(rhur)-hu(/+p妍hr2=0 (19) 

rd孟＋ dr ° [r(n-1)：ro-2rn] 
+3(ur-びn)=0 ・ (20) 

+．式にて線形枯弾性状態(n-1)とIdealPlasticity状

態(n=oo）の場介のみ厳密解が得られるが，その他の

場合は解析的に解くことが困難なので梵分式に変換し

て反復叶邸により解を求めたo Ma(102)は Trescaの

Flow Ruleを用いて円板を

四＞llr

0(J＝Or 

c:s;;r:s;;b 

a<r三C}
(21) 

の2つの領域に分けて解析した0 Tresca-Tresca型

を用いた定常 Creep解析(103)および遷移 Creepの影

密の研究(104)がWahlによってなされた。 Saroja005)は

Mises-Mises型を用い， Misesの降伏条件を

が一¢言ご7,;や［g>(r)]'} (22) 

とおいて Wahl(ioo)の実験と比較し，そのバラッキの

精囲内におさまることを示した。 Mendelsonら(106)は

Misesの Criterionと Prandti-Reussの式

および

6r= （2ae/34ce)（24Crp+Jcop) } 
(23) 

ao= (2ae/3Jc:e) (2.dc:op +.dc:rp) 

Jc:e=4, 41 X 10-32ae8,2Jt (24) 

を用いて定常，遷移クリープを解析した,,Wahlはそ

れまでの研究をまとめて DesignData (to7iとして表わ

した。 Mises-Mises型と Mises-Tresca型により定常

クリープを解析し， 18-8Moステンレス鋼の実験と比

校し良好な一致が得られることが坂田 (108)によって示

された。
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12. まとめとこれからの研究課題

現在までに行なわれた回転休のり怠度の研究について

述べた。回転体の対象はおもにタービンディスクに向

けられていたが，近年，高速回転機械がいろいろな分

野で使用されるようになった結果その対象の粘囲が拡

がりつつある。特にウランの濃縮に遠心力を用いる方

法が採用されたのは長時間の高速連転に耐える回転装

附が開発されたことにほかならないが，この装附は最

近の高速回転機械の代表的な一例である。

クービンディスクを平而応力状態とする近似は計卵

を容易にするために羽入されたものであるが，有限要

素法の発逹により三次元解析が可能となるにしたがい

徐々にこの近似は取除かれつつあろ勺以下，これから

の研究諜題になると息われる翡千の点について述べ

る。

i)同転休の三次元弾塑刊聟折

ii) i)に熱負荷が加わった場介

iii)同転体のくり返し同転綬労

iv) iii)に熱負荷が同時に加わった場介

V) タービンディスクの発停時における熱的状態（デ

ィスクの温度分布や燃焼ガスからの熱伝逹）

さらに i)~iv)において同転体に切欠きや偏心円孔が

ある場合など，いろいろな組合わせが考えられる。ま

た高温状態下での回転体の応力を実験的に測定する方

法の確立も解決しなければならない重要な諜題であ

るm
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