
船舶技術研究所報告第16巻第3号資料（昭和54年5月）

回転体の強度研究の展望 （第2報）

天田重庚＊

Review of Recent Studies on the Strength of Rotating Bodies 

(Part 2) 

By 

Shigeyasu AMADA 

Synopsis 

Since the previous report1) was published, the development of studies on the strength of 

rotating bodies has been so active. Mainly it is the facts that the researches can easily access 

to the large scaled computers and to the experimental techniques advances remarkably. 

This report shows the survey of studies related to elasticity, plasticity, fracture, fatigue and 

creep problems of rotating bodies, which were collected by the author. 
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1．まえがき

前報叫こて回転体の強度の研究について解説を行っ

た。しかし，その後大型電子計算機の普及や実験方法

の発達，新しい解析方法の導入によって回転体の研究

分野の多様化が進み，研究論文の数も増加している。

それ故，これらの研究成果を分類，整理することは回

転体の強度の研究現状をは握し，その展望を行うこと

は是非とも必要であると考える。

最近， 日本機械学会の「回転体の強さ試験研究分科

会」（白鳥主査）によって‘‘回転体の破壊’'の研究が
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総合的に行われ，報告書2)も1977年6月に日本機械学

会より発行された。巻末に膨大な鼠の文献リストが載

っているが， 1970年代の情報は比較的少ない。 さら

に，回転体のき裂の応力解析を主とした解説が坂田と

大鍋3)によりなされた。

本報告は著者の前報以後に発表された文献を主体

に，著者の目にとまったものを

i) 研究テーマ別に分類

ii) 成果の紹介

iii) 著者の検討

に沿って行い，最後にこれからの展望について述べた

ものである。日次にてすでに示したように本報告は広

範囲な分野をカバーしており，前述の文献 2)と3)は

(141) 
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木報告にて分類したテーマの一部にすぎないことをつ

け加えておく。なお，若千の落ちこぼれ文献があると

思われるので，それを考慮したうえで参考にしていた

だければ幸いである。

2. 弾性解析

2.1 異方性，非均質の回転体

材料の異方性の主軸が直角座標系の軸に一致する場

介， 4つのパラメータにて材料の性質を表現できる叫

l :: y l=[。:: 0 :>6 ] ｛ ：: } 
Ex, Ey, rxv : ひずみ成分

6ェ， 6U9てxu： 応力成分

(1) 

au~a66 : ヤング率とポアソン比の閃数

Chang5)はこれらのパラメータにて表わされた応力関

数を用いて中実回転円板の応力解析を行い，外周上の

周方向応力は等方体の場合と比較して小さい値になる

結果を得た。 Lakshminarayanaら6)は同様な異方性材

料より成る中空回転円板にて，その板厚が

h=h。r-n, nは整数 （2) 

のように変化する場合，フーリエ変換を用いて解析し，

材料の主軸からの角度によって周方向応力分布は大き

く変化することを示した。

Chang7)は同様な異方性材料の回転円筒と回転だ円

板の応力を Semi-inverse法＊を用いて解析した。円板

と比較してだ円板の場合は応力の非対称性が強くなる

との結果を得た。

Bert8)は一方向に繊維補強された複合板が任意の角

度で積層された回転円板のモデルを考え，つり合い式

と応カーひずみ関係を導いた。計算例として，ガラスー

工ボキシ，ガラスー鉄，炭素ーエボキシの複合材料の回

転円板に生ずる最大応力を積層厚さ比に対して求め

た。

比強度（重量に対す強度）の向上のために開発され

た複合材料として，文献 5)~8)に取り扱われた異方

性の主軸が直角系座標軸に一致する材料は製作が極異

方性材料と比較して容易である。しかし，解析に際し

境界条件が複雑な形となると共に半径方向と周方向の

強度の坊ー化が困難である。

Tang9)は材料の異方性の主軸が半径方向と周方向

＊間題としている物体の幾何学形状と境界条件，某

礎方程式を考慮して未定数を合む解を仮定し，す

べての条件を満足するように定数を定める。

(142) 

に一致する（極異方性材料）場合，回転円板の応力は

入＝（Eo/Er)112 (3) 

Er, Eo: 半径方向，周方向のヤング率

なるバラメーターを用いると

f(r•-1, y-CHl), p(I)デ） （4) 

の形で表わせることを示し，炉＝0.25~4.0の場合に

ついて等厚，中実回転円板の応力分布を計算した。炉

く1に対して，中心上で半径方向応力が無限大になる

結果を得，円板の製作にあたっては炉＞1を採用すべ

きであること提案した。

Reddy10)らは極異方性材料から成り，げさと密度が

h=h。y-n'p=poだ (5)

ho, po, m, nは定数

にて変化する時，閉じた解を導き，（ 3)式で定義さ

れた入を種々変えて応力を求め， m に対する影響を

検討した。

これら極異方性材料の回転円板の解は比較的に簡単

な形で表わされる。直角座標系に異方性の主軸が一致

する材料と比較すると比強度が大きくとれる。しか

し，製作方法について問題が多い。

白烏ら11)は比強度の高い複合材料よりなる回転体実

用化のために製作方法の研究を行った。これまで割れ

の発生などによって成形不可能であった大内外径比の

FRP円板を，積層ワインデイングによる組合せ円板

を成形する方法によって成形可能であることを実証

し，さらに成形時の収縮による自緊作用の生ずる可能

性を計算と円板を試作することによって確かめた。そ

れらの研究を基に白烏ら12)は円周方向繊維強化形の積

層円板を製作し，成形による残留ひずみを計算と実験

により求め，次に回転によるひずみを実測し，最後に

破壊の実験を行った。

白烏らの一連の研究は製作方法の検討，成形時に生

ずる変形の解析とその実測による裏付けや回転破壊強

度を推定する方法を含んだものであり，複合材料によ

る回転円板への実用化に大きく寄与するものと思われ

る。

Gurushankar13)は極異方性材料の中空円板におい

て，厚さ h,弾性定数 Cij，線膨張係数 a と密度 pが

h=h。r-n
Cij=CijoY飢

(6) 
a=aor-加

のよ：o,変c{ij；二＇場 p;Pの三po::fPf斤しま］□，非均質性の影



響について研究を行った。

Farshad14)は引張と圧縮とで閃なるヤ‘ノグ率＊とボア

ソン比から成る材料を仮定して，中実回転円板の弾性

応力解析を

Eo（圧縮）/Et（引張）＝1.0~0.4

凶（圧縮）／ツt（引張）＝1．0~0.405 } 
(7) 

に対して行い，周方向応力成分が不連続になることを

示した。

Or6ttoBら15)はヤ‘ノグ率が温度 Tに対して

E=exp (30.98-0.04605T)・N;犀 (8)

のように変化する中空回転円板の弾性応力を解析し，

翡温領域での応力の緩和が生ずることを示した。

これらの非均質材の解析の場合，（ 6), (7), (8) 

式のような簡箪な形で表わされる以外は解を求めるこ

とが困難である。しかし，実際の材料においてはより

複雑な非均質性を持ち，厳密に考えれば不規則な非均

質性と見なしうるので，これに適した解析方法の確立

が望まれる。

2.2 偏心円孔を有する回転体

松末ら 16)は偏心円孔の大きさ，偏心量，円孔の個数

および外周に一様分布する遠心負荷の大きさなどが変

化する場合の回転円板を FEMにより解析した。円孔

緑に生ずる応力集中率を正確に求めるため， FEM解

を用いて外抑を行った。さらに松末ら17)は FEM解を

実験的に検討するため光弾性凍結法と軟鋼円板にひず

みゲージを貼付けることによって，ひずみと応力を求

めた。偏心円孔縁の応力集中率を二軸引張を受ける有

孔無限板の応力集中から推定する方法は，円板内の応

カこう配が小さい場合のみに限られることを示した。

FEMによる解析の場合， 幾何学形状を変えるたび

に要素分割や入カデータを作成しなおす必要があるの

で，作業最も多くなる。したがって，幾何学形状のパ

ラメータの変化が応力成分にどのような影響を与える

かを調べるには，何らかの解析解を得る方が望ましい。

もし，

1) 円板内の応力こう配が小さい（円板の外周に近

い領域）。

2) 円板の大きさに比較して円孔の径が小さい。

3) 隣接する円孔間の距離が円孔の径から比較して

大きい。

＊このような材料は Bi-modulus材 (BM材）と呼

ばれ，材料の挙動をより現実的なものにする一つ

の方法と与えられるが，解法に際しヤソグ率の値

のとり方にエ夫が要る。
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のような条件が成立する時，一円孔を有する無限板が

二軸引張を受ける場合の解が近似的に適用できるとさ

れている。松末らの研究はこれら近似式の適用限界を

示したものであり，前述の条件を満たすような偏心円

孔のある回転円板の設計において近似解の使用が可能

となるので意義がある。

Bhargavaら18)は回転円板に偏心して置かれただ円

介在物がある場合，複素関数法により二つの複素ポテ

ソシャルを重ね合わせることによって応力場が求まる

ことを示した。しかし，閉じた形の複素ボテンシャル

を導いたのみで応力成分については示していない。

Sumiら19)は二次元多連結領域の応力解析のため数

値計鐸を前提とした一般的解析方法を提案した。応力

閃数を一つの基本解と級数によって表わし，境界条件

を悩j足するようにこれら級数の係数を決定するもの

で，偏心円孔を有する回転円板の応力解析に応用した。

この方法は基本解の選び方，境界上の、点のとり方な

どに解の精度が依存すると思われるが，複雑な形状の

物体の応力解析にも応用できると云う利点がある。

2.3 き裂，切欠きを有する回転体

石田20)は回転円板の内部に一個のき裂が任意におか

れた場合，複素関数による方法を用いて解析した。そ

の際，外周上で応力が存在しないと云う境界条件は選

)，Ii法により禍足させ，き裂の角度，位置，大きさを変

えた場合の応力拡大係数を計算した。

Rookeら21)は中実回転円板内に半径方向に置かれた

一個のき裂がある場合，支配方程式として Fredholm

型の積分方程式を導いた。 これらの積分方程式を

Gauss-Chebyshev近似によって代数方程式に変換し，

き裂長さを種々変えた場合の応力拡大係数を求めた。

さらに， Rookeら22)は同様な方法で中実回転円板の外

周に半径方向に対称に置かれた長さが買なる三つのき

裂が存在する場合を解析した。

これらの方法は解析解を求めた後，解に合まれる未

定数を得るために計算機に顆っているが，数値解析の

場合と比較して最終的に陽な形で解が得られるので使

利である。

Owenら23)は変厚であるタービン・ロータの内周上

に一個のキー溝を持つ問題を考えた。キー溝の大きさ

が内周の 1/9の深さ， 1/16の幅の場合， FEMによっ

て応力拡大係数と最大主応力を求めた。

村上ら24)は中空回転円板の内周上に対称に置かれた

二個のき裂がある場合，著者らの開発した体積力仏と

呼ばれる数値計算によって求め， Bowieの間穎の作(25)

Gl43) 
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（単軸引張りを受ける無限板中の円孔が一対のき裂を

有する場合の解）と比較し，内周と外周の径の比が小

さい場合は近似的に一致する結果を得た。

宮本ら26)は中実回転円筒の内周上に対称に置かれた

二つのき裂が貫通している場合と円筒端に突き出ない

場合の二問題に対して，特殊な変位関数を用いて応力

拡大係数を求め体積力法による解と比較し，良い一致

をみた。

以上の研究は数値計算によるものであり，き裂の非

線形解析にも拡張できる。一方，無限板中にき裂が存

在する場合の解は比較的に簡単な形にて表わされる。

それ故，これらの解が回転円板の解として近似的に適

用できるかどうかの問題が検討された。

Blauelら27)は単軸引張を受ける無限板にき裂がある

場合の解を，中実回転円板の半径方向に一個のき裂が

ある場合に適用した。一方，光弾性モデルを使った実

験と理論解析の結果と比較して，近似解は

1) き裂の長さが小さい。

2) き裂の位置が中心に近い。

なる場合は使用できることを示した。

Winneら28)は二軸引張を受ける無限板中に円孔が

存在し，その円孔の両端に一対のき裂がある場合の解

を中空回転円板の内周上に一対のき裂がある場合に適

用し，応力拡大係数を求めた。

これら無限板の解は簡単な形で表現されているこ

と，回転円板中のき裂近傍の局所場が無限板中のき裂

の近傍の場に比較的に似ているならば，十分近似解と

して使用できるなどの利点がある。

守29)は中実回転円板の外周上の両側に円弧切欠きが

ある場合，双極座標系を用いて解析し，切欠き深さと

切欠き円半径の比に対する切欠き底の応力集中率を計

算した。もしこの厳密解が Neuberによる帯板の引張

の理論解30)を回転円板に適用した近似解と比較されれ

ば，興味ある結果が得られるものと推察される。

2.4 せん断応力の存在する回転体

回転体が時間と共に激しく回転変動と伴うと周方向

変位が生じ，せん断応力が無視できなくなる。また，

外周上にせん断荷重が作用する場合にはせん断応力が

支配的になることも考えられる。

Samanta31)は中実回転円板が外周に非定常なせん断

カの作用によって

9=9。e-Pt' 砧， p:定数 (9) 

なる角速度で回転を行う場合，ャング率が

E=E。戸， n, E。：定数 (10) 

(144) 

のよう変化する材料を仮定して埜礎式を導いた。しか

し，閉じた解を求めたのみで具体的な数値例は示して

いない。

菊地ら82)は角速度が正弦関数的に変化する，すなわ

ち

9=9o+9lsin92t， 仙， D1,D2：定数

(11) 

なる等厚円板の応力解析を行ったが，具体的な数値例

については示していない。

菊池ら33)は角速度が指数関数的，

il=ilo[l-(l-Q)e-Pt], Q。,Q,p:定数
(12) 

に変化する回転円板の弾性応力を解析した。 p=6,

10, 30, 60の場合について計算した結果，この程度の

回転変動では加速の速さが回転体の半径方向，および

周方向応力におよぼす影響は認められるが著しいもの

でなく，準静的な応力解析で近似的に十分であるとの

結果を得た。

菊池ら34)は極異方性材料の円板が (12)式で与えら

れるような回転をしている場合，回転角速度の二乗に

比例する法線力と回転角速度に比例する接線力が外周

に作用する境界条件の下で変位，応力，ひずみに対す

る式を導いた。しかし，数値計算例は示されていない。

Chen35)は内周部が剛体軸に固定され， さらに外周

上の変位も拘束された中空円筒が，

Q=Q。炉， 9。：定数 (13) 

なる速度で増速回転をしている場合，変形ベッセル閃

数を用いたグリーン関数により解析を行った。時間と

共に培加する半径方向応力分布について数値結果を得

た。

以上の動的解析において，加速度成分，

~= f +2{2_ X f +Q X ({]_ X 1'.'.')+Jl x 1'.'.'+Jl X r~r 

+Q X ([]_ x r~r) (14) 

y： 変位ベクトル
gr： 半径方向単位ベクトル

g ： 角速度ベクトル

において第一，五と六項のみが考慮され，その他の成

分は無視されている。主な理由は

i) 連成となるべき半径方向と周方向のつり合い式

が互いに独立となり，解法の困難さが改善される

こと，

ii) (14)式にて rと比較して 11'1は非常に微小で

ある

などである。しかし， vゃgが大きい場合は第二，



四項による慣成力は無視できないと考えられるので，

これらの定蘊的評価は必要であろう。

Gurushankarら36)は厚さが

h=h。r-n, h。：定数 (15) 

のように変化する回転円板が加速回転している場合，

nと内外径比を種々変えた場合の周方向変位を求め

た。境界条件として内周が剛体軸に固定され，外周で

は外力が作用していないことを用い，周方向変位は円

板の厚さの変化により大きく影響されることを得た。

Reddyら37)は直交異方性材料の中空円板が一定の角

加速度で回転している場合，フーリエ変換を用いて応

力を求めた。直交異方性の軸から 0°'30°'60°'90°

傾いた方向における応力成分の数値計冥を行った。

角加速度を受けている回転円板において，せん断応

力が生ずること，それは外径の二乗と角加速に比例す

ること，角速度には依存しないことが Stern38)によっ

て明らかにされたことに基づき， Deresiewicz39)は円

板の厚さが

h=h。rn
h=h。exp(kだ）
h=ho coth (Kr) l (16) 

h。,n,k, s :定数
のように変化する場合のせん断応力を求め，その最大

値について数値計算を行った。

文献 36)~39)においては準静的，すなわち変位か

ら導かれる慣性項は無視されており，角加速度の値が

大きい場合にはこれら慣性項の影響は無視できなくな

るであろう。

Reddyら40)は (15)式によって与えられる変厚の中

空円板が一定の角加速度 a によって回転している場

合， ミーゼスの降伏条件

叶十6←-6如＋3て?o=a1/4 (17) 

6u： 降伏応力

を用いて aと角速度 (J)が回転円板の降伏に与ぇる影

響として，

(p(J)~)2co.0997)+(~ r(30.31)=1 

for n=0.5 (18) 

p: 密度

b: 外径

内径 a=0.26

なる式を導いた。せん断応力が存在する場合の回転円

板の降伏条件について求められた唯一の式であり，動

的負荷を受ける円板の設計に参考となる。
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2.5 回転体内の波動

Bulkelly41)は回転中の膜円板の中を伝播するたわみ

波動 (Transversewave)についての安定性の検討を行

った。回転と反対方向で円板の周方向に進む波動（後

退波）は定常自由運動の下で不安定な事，回転と同方

向に進む波動（前進波）の安定性については結論を得

ることができなかった。

Petrorenkoら42)は内周が剛体軸に固定されて回転し

ている円板のたわみ振動を考え，円板の危険回転速度

(I)Kは

(J);i-finiN ¥ 1/2 
匹＝（鰐—ani) ， k=l, 2,.. ・ (19) 

となる結果を得た。ここで， N は外周上に加わる怯

線方向力 9 (l)ni は n 番目モードの振動数， CTni と ~ni

は nとボアソン比の関数である。

Kirkhopeら43)は同心のリングを一つの要素とする

FEMによって， 変厚の回転円板のたわみ振動を解析

し，回転数による振動数の変化を実験と比較し良好な

一致をみた。

以上の研究はタービ‘ノ・ディスクの危険速度につい

ての資料となりうるが，実際のディスクではブレード

により荷重条件が複雑であること，熱的な影響が全く

無視されていることより直接に前述の結果は応用でき

ない。より実際の部材に近いモデル化が望まれる。

Schoenbergら44)は無限板が変動回転する場合， コ

リオリカも含めて直角座椋系における動的甚礎式を導

いた。平面波 gを

曰＝Re["(l exp i(l)(~；竺→） l (20) 

のように仮定して固有値解析を行った。ただし， Uは

定数ベクトル， C は波の位相速度，往は波の伝播方向

の単位ベクトルである。ベクトルさを

§.=(cp/c)往， Cpは縦波の速度 (21) 

のように定義すると， 1§.Iはある方向における波の伝

播のしやすさを示すことになり，等しい 1針を結んで

得られる曲面を slowness面と呼ぶと，与えられた方

向に対して三つの異なる面が存在する。これらの面は

特別な場合に接触はするが決して交差しないとの結果

を得た。

Censorら45)は自由境界を有する回転体を考え，回

転していない物体での Rayleigh波のような，表面か

ら離れるに従って指数閃数的に減衰する平面波がある

ことや，円筒波，散乱波の間題について検討を行った。

文献 44) と 45)の研究は科学的興味から成された

(145) 
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もので，現実的なこのような問題は存在しないと思わ

れる。

鈴木46)は一定回転している薄肉円筒が急激に速度を

変えた場合，両端単純支持の下で Donnellの式を用い

て振動解析を行った。角速度の変動量をパラメータに

とり一般解を導き，具体的な計算例として

w=(J)o+(J)(l-eat)' (J)o, a :定数 (22) 

の場合の応力挙動を明らかにした。これらの結果は遠

心分離機の設計に有用であるが，せん断力や回転慣性

が無視されているので数値として少し低い値になって

いると思われる。

2.6 非軸対称荷重を受ける回転体

菊池ら47)はタービ‘ノ・ディスクがブレードによって

遠心力荷菫を受ける場合をモデル化し，中空回転円板

の外周上に周期的に一定の荷重が作用する場合に荷菫

を
00 

P(0)=Ao+ I; (A叩 cosm0+B切 sinm0) (23) 
m=l 

のようにフーリエ級数展開して応力解析を行い，光弾

性凍結法によって実験値と比較した。ディスク中心部

に近い領域では両者共良く一致し，ブレード荷重の影

響の大きい外周部に近づくにつれて離れる。

大滝48)は内周と外周の一部分に法線荷重と接線荷重

が作用する場合に (23)式のように荷重をフーリエ展

間して応力解析を行った。

以上の研究において (23)式に基づいて得られる級

数の収束性が悪く，特に外周上のプレードの両端附近

では振動するような応力分布となっている。級数の叶

尊に特別な方法の採用が望まれる。

2.7 三次元回転体

中空円板が剛体軸に内周を固定されて回転する場

合，回転軸に沿って変形が拘束されることによって軸

応力が生じ二次元問題として取扱えなくなる可能性が

ある（外径に比して円板の肉厚が非常に薄い場合は間

題ない）。しかし，三次元間題として解く場合は芳し

く複雑になる故，何らかの近似的手段が望ましい。

Ramuら49)は軸方向応力を

<7z=A(z) exp [{j(a/b-r/b)] (24) 

z : 軸方向座標

§ ： 定数

a: 内径

b : 外径

のように仮定し，二次元つり合い式を瀾足する応力閃

数によって三次元の適合条件式を用いて他の応力成分

(146) 

を求めた。得られた値と平面問題の値とを比較し，拘

束部分に近い内周近傍では応力に差が生じることがわ

かった。

Wu50)は微小バラメータ， e（円筒の長さ H を円筒

の外径 R。で割ったもの）を用いて三次元埜礎方程式，

l 1-2ッ 1
U,zz+ € ~ W,rz 

2(1-ン) 2(1-l,i） 

+s2(U,rr十上 U,r―~+r)=o
r r 

1 
)-(25) 

u 
W,zz+s~(u,r+—) 2(1-J.J) ¥..,.'r J,z 

1-21,i I 1 
+c2 2(l→)(W,rr十ァW,r)=O I 

u: 半径方向変位

w: 軸方向変位

を導いた。 rについての最高階微係数に e2が乗ぜら

れているため SingularPerturbation法を用いて (25)

式の解を求めた。此の方法の基本的な考え方は円板全

体を禍足する三次元解を求めることを避け，内周附近

のみで三次元解を使用し，それ以外の領域では二次元

解を代用しようとするものであり，解を得る複雑さを

ある程度軽減できる。なお，両者の解のマッチ‘／グは

Bettiの相反定理を用いている。

2.8 有限変形を受ける回転体

回転体の材料がゴムのような物質からできている場

合は応カーひずみ関係式，つり合い式などは微小変形

岬論の場合のそれらと比較して複雑となる。

Yang51)は Mooney材＊，すなわち，ひずみエネル

ギー密度関数 W が

W(I凶）＝C1(/1-3)+C2(I2-3) (26) 

Ii, l2 : ひずみの不変鼠

C1, C2： 材料定数

のように表わされる材料を考え，甚礎式を変形後の座

椋で導き，円板が半径方向の力を受ける場合について

数値計算と近似解析によって解いた。

Feng52)は (26)式で与えられる Mooney材の変厚

回転円板について，中空の場合と内周が固定された場

合のストレッチ比の分布を求めた。ここで用いられて

いる解法は ‘‘PhasePlane法’'と呼ばれ，二個の主ス

トレッチ比から一つを独立変数として選び，甚礎方程

式を書き換えることにより微分方程式の階数を 1階低

下させて数値積分を行った。力学系で使用されている

方法を弾性問題の解法に導入した事は大いに意義があ

* M. Mooney, J. Appl. Physics, Vol. 11 (1940), 
p. 582 



り，此の方法は将来発展の可能性があろう。

Wineman53)は応カーひずみ関係が

<Ii=-p+[(l+al)月ー吠］叙I;t) 

知 Co[（1-r)e-p(I)t+r] } 

l=).必

Ai : ストレッチ比

p: スカラー関数

a, C。,r:定数

(27) 

で与えられる材料の回転円板を取扱い，時間に対する

変形の進行や応力分布を数値解析した。

Haddowら54)は Feng52)によって販扱われた間題に

対して，叫反を阿心リング要素に分割して某礎式を組

立て数値；；・l邸により，ストレッチ比と応力の分布を求

めた。ここで用いられた墓礎式は Fengの導いた式よ

りも簡単で，計算時間の軽減に役だっている。

Brunelle55)は通常の回転体のつり合い式の中で遠心

カ項が

pr(l)2, (28) 

(l) ： 角速度

と置かれているが，変形を考慮すると

p(r+u)妍，（29)

u: 半径方向変位

とすべきであるとし，（29)式に基づいた基礎式より

解を求めた。この解は与えられた内外径に対して布限

の回転数により無限大となることを示した。さらに古

典解ではこの不安定は決して生じない点についても述

べた。しかし，ここで使用した甚礎式が慣性力の項の

みについて変形を考慮し，他の項について本来なら変

形後の座標で表現すべきであるものを変形前の座標で

表わしている重大な欠陥を含んでおり，危険回転数の

存在については疑問がある。

Bhutaら56)は Brunelleが中空円板を取扱ったのに

対して中実円板の解を同じ基礎式より導き，解の発散

を伴う回転数の存在を確認した。その理由として，次

のような説明をしている。一定回転の下で変形を拘束

されている円板がある瞬間に拘束から開放されたとし

ょう。すると，半径方向変位 U が増加し始め，それ

に伴い r→ (r+u)により慣性モーメントが増加する。

慣性モーメントの増加が角運塁の増加をまねき，系の

エネルギーが加えられて Uの発散となる。これを‘‘零

的不安定 (staticinstability)’'と名付けた。しかし，こ

の説明には二つの疑間が残る。一つは U の増加によ

るエネルギーほ円板の変形のためボテンシャル・エネ

ルギーとして蓄えられること，他は何故に特別な 0 の
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時のみの発散が生ずるのか説明されていない。

Greenと Zemaの著書＊に Neo-Hookean材につい

ても前述の危険回転数が存在すると述べられている

が， Pattersonら57)はつり合い状態の近傍でのせつ動

によって解の発散する危険回転数は存在しないことを

導いた。この理由として，変形の増大に伴い軸対称形

から非軸対称形になることにより解の無限大は生じな

いとした。

2.9座屈

Uthgenannt58)は内周が単純支持か， あるいは固定

され，外周が単純支持されて回転している円板に温度

こう配を加えた場合に生ずる座屈現象を検討した。主

要な囚子は内外径比と温度こう配であり，これらをパ

ラメータとして臨界荷重を求めた。しかし，実際の回

転機械において前述のような支持条件で板万の薄い回

転円板は使用されないので，結果の応用性は乏しいで

あろう。

Mostaghelら59)は外端が固定された棒が回転してい

る場合，グリーン閃数を用いて臨界回転数を棒の長さ

に対して求めた。一方，回転円板に閃しては面内と面

外のつり合い式を導いた。微少変形理論では両式は連

成しないから，面外の式を適当な変数変換により Cou-

lombの波動方程式

塁＋（1-喜）Z=O (30) 

Z: 面外たわみを半径で割った閃数

も半径の 2乗と回転速度の積

に帰着させて臨界回転数を求めた。

Nachman60)は外端が固定され，棒の軸心の延長線

上にある回転中心で回転している細い棒の座屈につ

き，棒の長さと固有値の比の極限値によって三種類に

分け特異せつ動法により座屈回転数を求めた。これら

の結果を先端に集中荷重が加わる場合の解と比較すれ

ば，非均ーな体積力の場合の座屈モードの特徴がさら

に明らかにされると思われる。

2.10 複雑なプロファイルを有する回転体

物体の幾何学形状が複雑になると，物体の境界条件

を満足する解を見つける事が困難となる。形状が複雑

であってもある種の規則性があれば等角写像によって

扱える可能性があるが，一般には解析的アプローチは

放菜せざるをえない。代わつて数値計算法である差分

怯，有限要素法，境界積分方程式法 (BoundaryInte-

* A. E. Green and W. Zema, "Theoretical Elas-
ticity ", Oxford (1954), p. 101 

(147) 
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gral Equation Method)が利用できる。差分法は形状

の複雑さによって差分方程式も複雑となるので羽根付

きのタービ‘ノ・ディスクなどには応用できない。一

方，有限要素法は形状の複雑さにほぼ無関係であるの

で現在のところ最良の方法であろう。境界積分方程式

法＊は発展段階の方法であり，将来他の方法との比較

によってその特徴が明らかにされるであろう。実験的

には光弾性凍結法が広く使用されている。

Chowdhurgら61)は薄い等厚の “Boothのレムニス

ケート形’'にて表わされる弾性羽根の応力を解析し

た。方法として等角写像によって単位円に写像した後

にMuskhelishviliの方法を用い，周方向応力分布を求

めた。

中川ら62)は円周方向に周期的に厚さが階段状に変化

する回転円板に対して，厚さの異なる二つの領域で応

力を求めて領域の境界上で連続の条件を瀾足させた。

しかし，此の応力場は外周上の境界条件を満足するこ

とができないので，新しい応力場を導入して理論解を

求め，ひずみゲージにより実測を行い良好な一致をみ

た。

repy6eprら63)は溶接構造より成るタービ‘ノ・ロー

タを同心の単純なリソグ要素と円筒要素に分割し，各

要素間で力のつり合い条件を祉翡すように応力分布を決

定した。本方法は要素数が少ない場合は計算機の助け

を借りることなく解が得られる。

Guntze64)は熱負荷が加わる異方性の羽根付きの回

転円板の応力を軸対称三次元 FEM（ディスク用）と

平面 FEM（羽根用）を用いて解析を行った。得られ

たディスク内の応力分布と薄肉回転円板として得られ

た近似解と比較し，一致することを確かめた。此の方

法は羽根付きのディスクの設計には最も適しているも

のと思われる。

池ノ内ら65)は光弾性材料によりプロペラ・ブレード

を作製し，流体内と遠心力を負荷するために流体中に

て回転させながら応力を凍結させた。これより応力を

求め，従来の計算法である Taylor,Schanerの両法と

比較しおおよその一致をみた。

池／内らの方法と同様な方法で Wolfら66)は羽根付

＊天田，“弾性問題に対する積分方程式の応用’'，船

舶技術研究所報告， Vol.12, No. 4（昭 50),31-
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天m,‘‘平面熱弾塑性応力間題に対する積分方程
式の応用’'，船舶技術研究所報告， Vol.13, No. 5 

（昭 51),1-11 
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きのタービ‘./•ロータの応力分布を求めた。凍結のた

めモデル材料を 130°c以上に加熱するためボアソン

比の変化の影響が結果の中に誤差として導入される事

を除くと信頻のおける方法であろう。

Brewer67)は「Michigan」号の直径 6m 75 cm, Al-

Bronze合金のプロペラの作動中の応力をひずみゲー

ジを使用して求めた。データは時間と共に相当変動し

ているため， 5枚の羽根の平均か，あるいは一枚の羽

根の時間平均した応力を軸の回転数に対して求めた。

3. 弾塑性，塑性

天田68)は中空回転円板の弾塑性応力の閉じた解を得

るためにせつ動法を用いた。応カーひずみ曲線として

Ramberg-Osgood式を採用し，応力関数によって表わ

した非線形微分方程式を微小パラメータ eの幅級数に

て展開し， e2の項までの解を求めた。塑性域が小さい

場合は数値解と良く一致するが，大きくなるにつれて

両者の差は増加する。本方法は基本解（弾性解）が簡

単な場合のみ有力な手段となりうる。

Gorodetskiiら69)は薄肉のコーソ型の回転体の弾朔

性応力分布を差分法とひずみゲージによって求め，両

者は良好に一致することを示した。しかし，差分法の

甚礎式として shell構造の式を用いたために，軸との

接続部に近い領城では三次元の影響により実験値と離

れる傾向にあり，内周近傍では何らかの他の取扱いが

必要であろう。

これまでの弾塑性解析ではせん断応力の存在しない

下で行われていたが， Reid70)は加速度回転している

円板内でせん断応力が生ずる時， Trescaの降伏条件

を使用してせん断応力の塑性変形におよぼす影響が大

きいことを導いた。この結果はタービソ・ディスクの

回転が急変する場合の塑性設計に貴重である。

微小塑性変形理論は要素の負荷トラジェクトリーが

直線となる「単純負荷」の場合，安定仮説＊ （Stability 

Postulate)を満足するはずである。 Schevchenkoら71)

は回転円板を静止—回転上昇ー最高回転ー減速—停止のサ

イクルにおけるひずみトラジェクトリーを観察し，ほ

ぼ直線からはずれないことを得ると共に圧縮性を考慮

した計算値が非圧縮性の値よりも実験値に近いことを

示した。ひずみトラジェクトリーの直線性は回転体に

* J. B. Martin, "Plasticity", MIT Press (1975), 
p. 84: 安定仮説とはひずみ増分茨降伏曲面に垂

直となる結果を導く。これは熱力学の第 2法則よ

り求まる。



おいては主応力の回転が塑性変形においても生じない

ことを滋味する。

Genesuら72)は円錐形の回転体のリミット・アナリ

シスによって崩壊速度を求めた。また，ひずみゲージ

によって実験を行い，円錐形の外側と内側の応力を測

定した。使用されたモデルの形状は遠心圧縮機を簡略

化したものより採用したが，円錐形のシェルが軸と接

統される近傍では三次元の影響を考慮した解析が必要

であると思われる。

4. 熱弾塑性

Amada73)しま等厚の中空叫反が回転上昇しながら熱

伝逹加熱される場合，ミーゼスの降伏条件と Prandtle-

Reussの式を用いて弾塑性応力解析を行い，ビオー数

に対する塑性域の挙動を調べた。さらに，前報の結果

を拡張して円板が 0~20,000rpm,外周上の温度が

20~500°Cの範囲で繰り返される場合の応力，ひずみ

挙動を期らかにしたm。ここで使用された方法は塑性

域の培大に伴って反復計算に要する計箕時間が増加す

ること，温度に対する物性値の変化を無視している、'、1i、

など改善する必要がある。

AJihnepT75)はトレスカーサ‘ノ・ブナソの降伏条件

と最大相当応力による降伏条件，自然対数ひずみ

cr=ln (dr/dro) 

二：rh|/rho0: } 
ro, ho: 変形前の半径，板厄

r, h : 変形後の半径，板厚

(31) 

を用い，半径の 3乗で変化し外周で 673°Kの温度分

布の場合の変位を計算した。降伏条件の差は変位．にお

いて高々 7%にすぎないことを示した。残念ながらこ

の報告には複雑な関数の数値積分を必要とするがその

訛明が示されていない。

Leshchenkoら76)は複雑な形状を有する円板をリソ

グ要素の集合体に置き換え，要素は隣接部分と相対連

動なしとして温度負荷が加わる場合， Henckyの式を

川いて熱応力を解析した。ヤング率，線膨弧率，ボア

ソン比は温度の閃数として考慮し，数値叶算は 4次の

ルンゲ・クッタ法を用いた。実験と計算の両結果は良

好に一致することを示した。物性値の温度変化を考慮

して解析したのは此の間題に対して応義がある。

神保ら77)は中空円板に熱と遠心力が加わる場合，

Mises-Hencky式を用いて差分法により弾塑性応力を

求めた。
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5. クリープ

03epoB78)はクリープひずみぎが

de* 

dt 
~=Co exp（祁十pぎ）一goeaac* (3£) 

a: 応力

t: 時間

C。,刀,P,a, go :定数

のように与えられる場合，差分法により時間に対する

回転円板の応力分布の変化を計算した。得られた結果

より (32)式は非定常クリープ過程への遷移，円板の

破壊に至るまでの時間を決定しうることが示されてい

る。

Nemirovskii79)は定常クリープ則

二：口 (33)

f = f(ar, ao) 

B, n：定数

を用いて，円板内の至るところで，均ーな応力値にな

るような板厚を求めた。ここで使用した閃数 fは主

応力平面で矩形であるが，他の場合と比較すればさら

に興味ある結果が導かれるであろう。

Moghe80) は異方材の粘弾塑性の応力—ひずみ式

叫，t)＝『暉（召， t-て） aokl @，て）dて(34)。 aて
笠 ： 位置ベクトル

Cij/cl : リラクゼーション係数

を採川し，ラプラス変換をJIlいて回転円板の応力分布

を求めた。 Maxwellモデルを用いて均質と非功質材の

場合の周方向応力をil算し，両者の間には大きなえが

あることを示した。コンボルーション型で示される応

カーひずみ式 (34)を採用する場合，ラプラス変換を用

いると S—領域で代数柏で表現できるので解析方法と

しては使利である。

Sherbourneら81)は憫性項と粘性ダンビング項

がu au 
Cl -
at2 +c2 at 

(35) 

Cい密度

C2: 粘性係数

を考慮してつり合い式を導き，ダイナミック・リラク

ゼーション法にて解析した。さらに，時間間隔 4tの

最適選択についても言及しており，方法の有用性が示

されたことも狐義があろう。

(149) 
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6.破壊

Kalderon82)は HinkleyPointで生じたロータの破

壊事故の調査報告を行った。 1964年 9月19日にイギ

リスの HinkleyPoint-Aにある原子力発電所のブ計幾

あるうちの五番目の蒸気タービ‘ノ発電機ロータが破壊

した。事故後，残がいより試験片を切り出して各種の

実験を行い，原因としてキー溝部より応力腐蝕により

発生したクラックの成長であるとの結論を得た。此の

種の事故の詳細な報告書が公刊されたことは貴重なデ

ータの提供によって事故再発防止に役に立つ。

Scherbourneら83)は異方性の主軸が応力の主軸と一

致するような中実と中空円板を用い，異方性が崩壊荷

重（破壊回転数）にどのように影響をおよぽすかを研

究した。解析には変形トレスカとミーゼスの降伏条

件，それらの流れ則を用いた。中空円板において板厚

のテーパ形状に対する崩壊荷重（崩壊回転数）の閃係

で，等厚を境にして負のテーパ比（外周に近づくにつ

れて厚さが増加）ではほぼ直線，正のテーパ比では二

次曲線となることは興味がある。

Lenardら84)はトレスカ型の降伏条件と剛塑性体と

しての応カーひずみ式を用いて，破壊強度に対する

Lower-bound解を求めた。この解から得られる応力場

は静的許容｝応力場と呼ばれ，正解より小さな値を仔え

る。適合条件式は無視できるので近似解を得るには簡

単で便利な方法である。

Dasら85)は Thomasの理論，すなわち

[(1+ 炉）1l2+k]S1 ー [(1 十炉）1!2-k]Ss~2K

(36) 

Sい 最大主応力

ふ： 最小主応力

k, K: すべり弾性率

の時に材料が破壊すると云う条件で，脆性材料より成

る中空回転円筒の破壊回転数を導いた。しかし，どの

ょうな材料に適用できるのか言及しておらず，また数

値計算もなされていないので本方法の有効性について

は未知の部分が多い。

Riccardella86)は外径 6"'厚さ 0.25", 0. 125"の円

板に遠心力の代わりに高圧を片側にかけて，破壊に至

るまでのたわみを測定し有限要素法の計算結果と比較

した。破壊に近くなると計算結果は実験より低く出

て，この差は破壊寸前に最大になる。これは使用した

有限変形の FEMプログラムが十分に変形を追じゅう

できないことによるものであろう。

(150) 

Percyら87)は外径 12.56cmの薄い円板を 100,000

rpm以上に回転させ，内周近傍に生ずるネッキングに

よって起こる不安定破壊の回転数を内外径比に対し求

めた。一方，理論解を Hencky変形理論と平均加工硬

化特性に基づいて求め実験値と比較し，値としては実

験値より低く，その差は 3~4%の範囲におさまるこ

とを示した。内周近傍に生ずるネッキング領域の形状

の写真が円形ではなくてダ円形に近くなることは輿味

深い。

永井ら88)は円板の外周部に等間隔にスリットを入れ

た軟鋼と光弾性材料より成る円板を作製し，円板が降

伏を開始する回転数を内外径比に対して求めた。これ

と中西の降伏理論と比較すると良く一致することを示

した。しかし，此の実験では翼がスリットを入れるこ

とによって形成された扇形のセクターによって置き換

えられているのみで，実際の羽根車と相当異なるモデ

ルになっている。さらに，降伏ひずみ模様を観察する

たびに停止させるので，一種のサイクリックな荷重状

態となっているため，これが降伏開始回転数に影響を

与える可能性もある。

7. 疲労，統計解析

福田ら89)は多孔質ぜい性材料である石こうの中空回

転体の試験結果に第一近似法（偏差のテーラー展開に

て第一次の項のみ考慮）と Bayesの定理を用い，材

料の密度，幾何学形状，ポアソン比，回転速度のバラ

ツキに対する回転体の信頼度を求めた。また，破壊じ

ん性値 kIOの推定より平均回転速度 w=375rad/sに

対する信頼度 R=0.995を得た。回転体に対して考え

られるバラッキを考慮して信頼度を解析した最初の研

究であり，将来この方法によって得られるデータがぜ

い性材料から成る機器の設計に大いに寄与するであろ

う。

Vasil'chenkoら90)はタービソ・ロータ内に存在する

切欠き長さより，線形破壊力学に基づき kmを計算

して Wilsonの式から繰り返し数 N を求めた。しか

し，実験データの少ないことで本解析の有効性が確立

されていない。

Ghlibら91)は円板が繰り返し回転 N を受ける場合

S1✓(1 十炉）＋k-S凶1+炉)-K

=2K-2a(N-l)(a1ー aa)-2w (37) 

S1, Sが 最大回転時に生ず塑性域内の最大，最小

主応力

<J1, <Jぶ 最大回転時に生ずる弾性状態での最大，



最小主）、心力

a, w: 破壊係数 (Fracturemoduli) 

k, K: すべり弾性率

によって最高回転数から主応力値を計算し， N を求

めた。しかし，（37)式の実験的検証が成されていな

いので本方法の適用性は未知である。

8. まとめ

これからの研究展望

延性の少ない材料中に内部欠陥が存在する場合，回

転体の破壊は延性材料より求めた回転数より低い値で

破壊が生ずることがある。このような現象の解明のた

め破壊力学が導入され，次第に成果をあげつつある。

その基本となるクラック先端の応力拡大係数の解析が

精力的に成された。また，回転体の動的応力解析が注

Hされ，若「の特別な場合が研究された。エネルギー

の輸送媒体としてフライホイールが販上げられ，強度

の面から複合材料が考えられてその強化材料の絨維の

配列や，製作方法など広く検討された。

Fig. 1に回転体のこれまで成された研究の系統的な

流れを示す。これからわかるように有限変形理論の分

野では，わずかに単純な間題が解析されたのみにすぎ

ず，塑性変形にいたっては有限変形理論の回転への応

用は見あたらない。図では熱負荷が加わった場合の考

慮はないが，それを加えると間題が複雑化し，等温の

場合と比較して解析も困難である。一方，有限要素法

は複雑な形状の回転部品の設計になくてはならない道

具となっている。

現在すでに着手されているか，将来販扱われるであ

ろう若干の研究課題について述べる。

破壊力学関係について，

i) 回転体中に存在するクラック先端の弾製性）心

力解析に基づいた応力拡大係数，

Fig. 1 
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ii) 回転体の境界にあるノッチ周辺の弾塑性応力

解析，

iii) 回転体のクラックに対する Iー秋分の応用，

iv) 有限変形を受ける回転体に対して前述の i)~

iii)の場合，

V) 熱負荷が加わる場合の i)~iv)の間題，

vi) 回転体の周上に存化するクラックの COD解

析。

有限変形理の応用として，

vii) 回転体の安定間題の解析，

viii) 回転体の第 2近似有限変形理論の確立，

ix) 回転体内に円孔，あるいは巽種介在物が存伍

する場合の有限変形解析。

動的応力解析に関して，

x) 回転体の近似動的）心力解析の検討，

xi) 回転体の動的）心力解析に対する非近似埋直の

アプローチの手法。

沢方性回転体に関して，

xii) 異方性回転体の熱弾性応力鮒析，

xiii) クラックが存在する場合の）心力拡大係数，

xiv) 弾塑性応力解析，

などが考えられる。有限要素法は前述の間題に対して

相当強力な手法となりうるであろう。

以上，前報以来5年間に行われたか，あるいは注目

を浴びた回転体の研究のすう勢と，今後の展望をまと

めてみた。著者個人として集めたもので完全にすべて

の研究をもうらしているものではないが，大体の流れ

は表わされていると考える。何らかの息味で参名にし

ていただければ幸いである。

9. Appendix 

本章は直接に回転体の強度に閃係はないが，間接的

に多少なりとも関係しているものを列挙する。ただ

し，著者の検討は回転体に直接応用できる可能性のあ

る場合のみ行うことにする。

9.1 静止円板

Gamer92)は無限大の円板の中心部に熱源があって，

それにより板が加熱される場合， Trescaの降伏条件を

用い弾塑熱応力を解析した。解法は変形理論を用いて

閉じた解を求めているので，除荷過程を合む場合には

適用できない。

CeMeHoBら93)は中空円筒の熱応力を作動中のガス・

タービ‘ノ・ロータの実測温度から弾性計算を行い，非

定常熱応力分布を求めた。

(151) 
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Odeno94)は完全弾塑性材料より成る薄い中空円板が

軸対称熱負荷を受ける場合， Trescaの降伏条件とその

流れ則を用いて弾塑性熱応力，時間に対する堕性域の

変化を計算した。此の方法は回転体へ容易に応用でき

ると思われる。

蔦95)は中空円板の内周，あるいは外周上にステップ

状の温度負荷を与えた時， Misesの降伏条件とその流

れ則を用いて，材料を完全弾塑性体と仮定し弾塑性応

力を求めた。一方，実験を最高温度 300°cと 500℃

の場合について行い，両者の比較をして良好な一致を

得た。本方法は増分形で基礎式を導き，これを差分形

に変換して数値計算を行ったもので，回転体において

も同様な方法がすでにとられている。

Sahnら96),97)は中空円板の内周上にステップ状の温

度負荷を与えた時， Misesの降伏条件とその流れ則で

ある Prandtle-Reuss式を用いて弾塑性熱応力を求め

た。計箕例として内周温度が 400°C,600°Cの場合，

降伏応力が温度と共に低下することを考慮して応力分

布を求めた。結果は蔦95)の傾向と良く一致する。

Koryagin98)は四角形な穴を持つ円板が内周上に圧

力を受ける場合，応力分布を計算し，光弾性実験によ

る結果と比較して良好な一致を得た。さらに，複合円

筒の熱応力の計算を行ったが，詳しい手順や間題の設

定が述べられていない。

松末ら99)は軸流圧縮機のディスクに羽根がヒ゜ン結合

されて遠心力を受ける場合，光弾性モデルによってピ

ンに引張を加えて応力を測定した。ビン穴の位置や大

きさを種々変えてその応力に対する関係を求めた。

Dastidarら100)は中空円板に定常温度負荷が加わる

場合， Ramberg-Osgood則を用いて一階の非線形微分

方程式よりなる基礎方程式を導き，数値計算によって

応力を計算した。

Odeno101)は中実円板の外周上が時間と共に指数関

数的に加熱される場合，著者の前報94)の方法によって

鮒析した。材料の応カーひずみ曲線としてバイリニア

形 (BilinearModel)を採用し， Trescaの降伏条件と

その流れ則と温度依存の降伏応力，

(J11=(J110(1-p-k), <1110, p, Txは定数
TK 

(38) 

にて与えられる場合，塑性域の挙動や応力，ひずみ分

布を求めた。外周部から生じた塑性域は時間と共に内

部に移動した後消滅するが，温度分布が一様に近づく

と再び外周近傍に現われることは興味がある。

(152) 

Landauら102)は中実円筒の焼き入れ状態を想定し，

相変化を不連続温度分布によって近似を行い， Mises

の降伏条件とその流れ則，完全弾塑性体を用いて焼き

入れによる残留応力を求めた。ただし，降伏応力は温

度の関数として，

<7y=a叶 bi1 (39) 

ai, bi: 定数で温度の範囲によって異なる値をと

る。

なる形を用いた。しかし，相変化を温度変化のみによ

って近似することは少し無理があるように思われる。

Gurney103)は中実円板の中心が 500°C~800℃にス

ボット加熱される場合，バイリニア型の応カーひずみ

曲線と温度依存型の降伏応力，

ay=a-bT2, 0~ T <700°C 

6y=cl(T-a)， Tこ700°C}
(40) 

a, b, cは定数

を用いて差分法により残留応力を計算した。

Ka6eJieBCK雌 104)は Prandtle-Reuss式と降伏関数

f=~-R(s,T)=O 

e=〖（長心） 1／2dt l (41) 
Sij： 偏羞応力

を用いて常温から 700°Cまで加熱，冷却を繰り返す

場合の応カトラジェクトリーを計算した。また，残留

応力分布の計算値と実験値の比較を行い，おおよその

一致をみた。

山田105)は中空円板の内周上がステップ状の熱伝逹

加熱される場合，完全弾塑性体を仮定し Tresca型の

降伏条件とその流れ則を用いて弾塑性熱応力を計窮

し， Mises型の結果95)と比較し良い一致をみた。此の

方法は若干の変更によって回転体へ適用できるであろ

う。

Misra106)は半円形の円板内の一点に熱源があり，周

囲から放射冷却される場合， Goodierの熱弾性変位ボ

テンシャルを導入して外周上の周方向応力を計邸し

た。

Sagarら107)は中空円筒が外周表面を急激に加熱され

ると同時に引張と捩りを受ける場合， Misesの降伏条

件と Prandtle-Reuss式により解析した。捩りの大き

さや外周上の加熱速度を種々変えた時，表面近くに発

生する塑性域の成長挙動を求めた。

Owen108)は中空円筒がMisesの降伏条件と Prandtle-

Reuss式を用いて，繰り返し加熱と捩りを受ける場合．

(38) 式で与えられる降伏応力の下で応力—ひずみ分布
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9.2 タービン・ロータ

Chow116)は既知の予熱時間，低負荷時の迎転時間，

負荷時間のデータを用いてタービン・ロータの温度分

布を計算し，これより Misesの降伏条件を用いて熱）心

力を求めた。一方， Cr-Mo-Vのロータ材の 900°Fに

おける S-N曲線から前述の条件下で疲労寿命の推定

をおおよそできるとした。

久野ら117)は蒸気タービン・ロータの発停によりロ

ータの中心部と表面に生ずる熱応力をランプ状に近似

し，低サイクル疲労で得られた寿命曲線に照らし合わ

せてマイナー則によりクラック発生までの寿命の推定

を行った。もしクリープを杓慮しなくてはならない場

合は

n. Lr 
こ町Lt=1 (43) 

N:  クラック発生までの繰返し数

n : 尖際の繰返し数

Lf ： クリープ寿命

Lr: 運転時間

が成立する。ロータ表面でのクラック発生は応力集中

部に生ずるので，この値を減少させるような設』を提

案した。

中平118)は久野らの研究と1nl様な間題を取扱い，迎転

中のロータの温度を測定し，ロータ表面温度と車室I付

面温度の関係を明らかにした。

桐山ら119)は蒸気タービ‘ノ・ロータの熱）、し力に関し，

低圧ー低流時のタービン内部圧力測定を行って，蒸気温

度の計窮を可能にすると共に洲根みぞ，ラビリンス・

シールみぞ底の熱光弾性実験，および変断面形状ロー

クの熱応力計算を行った。

Di Pasquantonioら120)はいろいろな作動条件の下

で，熱伝達の変化を考慮した FEMによるロータの温

度分布を計算し，これと近似解析の解と比較してかな

り良い一致をみた。

9.3 回転体の温度

Brownら121)は）厚さが半径方向に指数閃数的に変化

するディスクがその周上に熱凪の供給を受け，而側に

流れる冷却空気によって熱が取り去られる楊合，冷却

空気鼠をパラメータとして温度分布を求めた。

Pantonら122)はラジアル・タービ‘ノ・ロータ内の定常

と非定常温度分布をタービン入口温度を 400~700°C

の場合について測定した。また，冷抑空気のレイノル

ズ数がどのように温度に影響をおよぼすかを実測し

た。

(153) 
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Heineら123)はタービン・ディスクの温度分布を富

気アナロジ一法にて測定した。一方，理論解を求めて

加熱初期の温度上昇を比較し良好な一致をみた。温度

分布はディスク側面を流れる冷却空気凪や熱伝逹係数

によって大きく変化することがわかった。

Bosh124)はターボ・チャージャーのロータとブレー

ドの定常，非定常温度分布を熱伝対を埋込んでスリッ

プ・リソグによって取出す方法で測定した。特に，発

進時の非定常温度においてはブレードの先端に近づく

につれて増加割合は大きくなる結果を得た。

Mitchellら125)は中心部に向って流れる冷却空気用

の単一通路を持ったタービン・ホイールのモデルを作

り，実験的に熱伝逹率を測定した。解析解と比較して

両者は異なること，原因は通路内の二次流れの影響で

あると推察した。

服部ら 126)は等）尊の回転円板の外周上が高温ガスに

よって）JIl熱される時，半径方向に冷却空気を流すこと

によって熱伝逹率の測定を行った。

A6eJibCK雌ら127)は回転円板の外周上の一、1ばに熱源

があって，その他の部分では周囲媒体へ熱が逃げる時

の温度分布を求めた。

大野ら128)は火力発電機用蒸気タービンの起動時，回

転数，蒸気温度，蒸気量，蒸気圧力，負荷などを実測

し，これらの結果から高圧第一段落後ケーシングの熱

伝逹率や回転部における熱伝達率を推定した。

9.4 タービンの起動について

タービン・ロータの非定常応力負荷はタービンの起

動特性に依存する。若干の文献129)~133)はロータの温

度変化や回転数の変化などをいろいろな条件の下で実

測した。これらのデータは回転円板の非定常解析の際

に非常に参考となるであろう。
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