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図 4.2-2 エアコン騒音を考慮した居室の騒音スペクトル 

 

2.2 で述べたように，船内騒音は，主機，発電機，プロペラ，エアコン，ファンネル，エンジンルームファン等

が部屋の騒音レベルに影響を与える．主機，発電機は，固体伝播音と空気伝播音の騒音源とみなすことが多く，

エアコン，ファンネル，エンジンルームファンは空気伝播音の騒音源とみなすことが多い．そして，船内騒音は

固体伝播音を主と考えて予測・計画すれば十分なことが多い．Janssen 法はそのような考え方に立って，固体伝播

音を主に考慮した予測手法である．しかしながら，エアコン騒音が問題となるケースもあり，全く無視するわけ

にはいかない．そこで，騒音予測の精度向上に向けた検討の一つとして，エアコン単独の騒音予測も行えるよう

にした． 
 

5. おわりに 
 

IMO で船内騒音コードが強制化され，総トン数 1,600 総トン以上の新造船は騒音計測が義務付けられた．造船

所は，膨大な設計業務の中で，騒音対策に万全の態勢で臨まなければならない．そのためには，可能な限り，合

理的かつ効率よく設計業務をこなしていく必要がある．そして，騒音予測の精度も向上させていく必要がある． 
計画船の設計（騒音予測）に当たって，騒音・振動計測データその他騒音予測に必要なデータを，設計（騒音

予測）で有効に活用することを念頭に，整備していく必要がある．本稿は，計測データを設計に有効活用するデー

タ駆動型 AI の実用的事例としてとりまとめた．総合的にまとめると，以下のようになる． 
・固体伝播音を主とするニューラルネットワーク学習モデルを構築し，実用上十分な予測精度を確認した． 
・エアコン単独騒音のニューラルネットワーク学習モデルを構築し，実用上十分な予測精度を確認した． 
・エアコン単独騒音の予測ができるようになり，騒音予測精度が改善できた． 
なお，エアコン単独試験の学習モデルを使用したエアコン単独騒音予測結果は，SEA 法による騒音予測，Janssen

法による騒音予測にも利用できる． 
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Abstract 

 
Although fuel conversion for marine engines is crucial for reducing greenhouse gas (GHG) emissions, alternative candidate 
fuels will likely be more expensive than the current petroleum-based fuels. To reduce the fuel costs, the engine thermal 
efficiency must be improved. Thus, it important to have a method for accurately estimating the heat loss to the wall that is not 
used for engine power. In this report, we investigated a heat flux calculation method for evaluating the wall heat transfer 
caused by diesel spray flame impingement on the cylinder wall. Temperatures, which are measured values, were used as 
boundary conditions, and calculation methods were examined for two different boundary conditions. The first uses the 
surface temperature of the wall and a semi-infinite solid, and the second uses two measured temperatures, the surface and 
internal temperatures of the wall. An exact solution of the heat conduction equation was obtained using these two conditions. 
The heat flux was calculated from the differential of wall temperature which is the solution of the equation. The difference in 
boundary conditions was evaluated in terms of heat flux and heat loss, which is the integrated value of the heat flux. Although 
the heat flux equations obtained from the two boundary conditions were different, these results were close together by an 
increase of n in the nth partial sum. 
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T ： 温度 [K] 
Ta ： 雰囲気温度 [K] 
Tn ： 温度関係変数 S の変数 t の関数 [K] 
Twall0 ： 壁面設定温度 [K] 
T0k ： Case-2 での壁表面初期温度 [K] 
T0l ： Case-2 での壁内部初期温度 [K] 
T∞ ： 無限遠方の壁内部温度 [K] 
t ： 時間 [s] 
tdur ： 燃料噴射時間 [s] 

 

 

tZ ： 現時間 t の∆t 前の時間 [s] 
u(x) ： Case-2 での壁面内初期温度 [K] 
X ： 無次元長さ x/L [-] 
x ： 壁表面から内部方向の長さ [m] 
Y ： 同次偏微分方程式の変数分離された解の関数 [-] 
αw

2 ： 温度伝導率，熱拡散率 [m2/s] 
αLW

2 ： 正規化温度伝導率 αw
2/L2 [1/s] 

∆t ： 温度計測サンプリング時間 [s] 
η0 ： 積分計算変数  [-] 
λw ： 熱伝導率 [W/(m･K)] 
τ ： 積分計算用変数 [-] 
φ(X) ： 変数変換後の初期温度（Case-2） [K] 
ξ  ： 積分計算用変数 [-] 
 
下添字 
0 ： 標準状態，初期状態 [-] 
 

1. まえがき 

 
現在，エンジンに使われている燃料のほとんどは石油系の液体燃料であるが，昨今の温室効果ガス低減のため

に燃料の転換が行われようとしている．シナリオ 1)の一つとして舶用エンジンの場合，代替燃料に水素，アンモ

ニア等の常温常圧で気体である燃料を用いることが考えられているが，既存のインフラを使用でき，エンジン自

体をそのまま，もしくは部品交換程度で利用できる利点から液体燃料を使用する可能性もある．液体燃料の候補

は，バイオ系，アルコール系，エーテル系燃料などがあるが，単位質量当たりの発熱量は石油系燃料（軽油）と

比べてバイオ系燃料（FAME：Fatty Acid Methyl Ester，脂肪酸メチルエステル）で 85%2)，アルコール系，エーテ

ル系燃料になると約半分になる．そのため，現状のエンジンのまま燃料のみを変更すると，同一出力を得るため

には燃料噴射期間が長期化する．つまり，シリンダ内燃焼室壁面に噴霧火炎が衝突している時間が長くなること

から，燃料ごとのディーゼル火炎の壁面衝突時間と単位時間当たりの衝突熱量による壁面への熱移動量の変化を

調べることが必要になる．なお，バイオ系燃料では，これまでの報告 3)によると大きな熱効率の低下は観察され

ていないが，更に低い発熱量の場合にはどのようになるかも不明で今後の課題となるが，壁面への熱輸送はエネ

ルギの有効利用を検討する上で非常に重要である．また，これらの代替燃料は，石油系燃料に比べて作製過程の

複雑さや作製時に供給されるエネルギから考えると高価なものになることが想定できる．そのため，これまで以

上の省エネ化，熱効率の向上が求められることになり，壁から奪われる熱量の評価を高精度で行うことは熱のマ

ネージメントの観点から必須の技術になる． 
エンジンシリンダ内で生じる燃焼による高温状態から壁面を通じて外部に流れる熱量は熱損失と呼ばれるが，

ここでは非定常性を考慮するため，単位時間，単位面積当たりの熱量である熱流束を検討対象にする．ディーゼ

ル噴霧火炎の壁面衝突による壁面熱流束 q [W/m2]は，火炎が衝突した壁表面から内部へ熱が壁面奥行き x 方向の

一次元に伝導することを仮定することで位置と時間の関数となる壁温度 T(x,t)から以下の式で算出される． 
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∂
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∂
 （1.1） 

 

λwは壁の熱伝導率 [W/(m･K)]であり，壁表面での温度勾配が必要になるが，温度を求める時，境界条件となる計

測温度が壁面上の 1 点の場合と，これに壁内部の計測を加えた 2 点の場合がある．火炎衝突壁面の表面，内部温
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度の計測結果は，現象が非定常であることから時系列データになる．これらを境界条件として用いることで，時

間の関数となる温度境界条件での一次元非定常熱伝導方程式を解き，壁内部方向に向かう x 方向，時間 t の関数

として壁内部の温度が求まる． 
熱伝導方程式の初期値，境界値問題として捉えられるこれらの問題は，前述の通り時間変化する温度が境界条

件となり，壁表面の 1 点の場合には一端を半無限とした熱伝導方程式になる．1 点の温度境界条件と半無限固体

の場合と，2 点の温度境界条件の場合，熱伝導方程式の解法が異なり，得られる解も異なる．1 点の温度境界条件

の場合には，一色ら 8)の用いた解析解と境界条件である計測温度を折線で近似することで熱流束を求める手法 9), 10)

が一般的である．一方，2 点の温度境界条件の時には，榎本ら 4)によって提案された数値解法によって求められ

る近似解である数値解 5)~7)を用いる方法のみが採用されており，厳密解である解析解による検討は行われていな

い．そこで，より正確な両者の比較評価を行うために，これまで検討例が見当たらない解析解を用いた境界条件

の違いによる熱流束解析を行う．これより本報告の目的は，まず 2 点の温度境界条件下でも厳密解である温度の

解析解と境界温度の折線近似を用いることで熱流束を求め，異なる境界条件下での熱流束式を比較し，熱流束へ

の影響について調べることとする． 
 

 

2. 熱流束算出方法  

 
壁面熱流束は，大きく分けて，(1) 壁面と同位置に設置された熱電対によって計測された 1 点の温度（壁表面

温度）から算出する方法と，(2) 加えて，壁面から距離 L だけ壁内に埋め込まれた位置に設置された熱電対から

の温度（壁内部温度）の 2 点から算出する方法の 2 つがある．ここでは，両者の条件から熱伝導方程式を解くこ

とで厳密解から熱流束を導く．以後，(1)を Case-1，(2)を Case-2 とする．図 1 に解析対象の概念図を示す． 
 

 
図 1 解析対象の概念図 

 
2.1 半無限空間での熱伝導方程式（Case-1） 

 計測値である壁表面温度の時間変化のみを用いて，非定常熱伝導方程式を解く場合，半無限固体を考える．つ

まり，T(∞, t)=T∞で一定である．この導出方法は参考文献 11)に詳述しているため，ここでは概要のみ記す． 
 一次元の非定常熱伝導を考えて，初期温度は 0 で空間内一定，壁表面の温度が時間の関数とすると， 
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と定式化される．これに変数変換を用いると以下の解が得られる． 
 

( ) ( )
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0 02 2
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η η
α ηπ

∞  
= − − 

 
∫  （2.4） 

 
壁表面温度の時間変化を折線近似にすると誤差関数，第二種不完全ガンマ関数が現れ，熱流束は次式になる． 
 

( )1
1

2λ
πα −

=

 = − − ∑
K

w
n n n

nw

q k k t t  （2.5） 

 
2.2 二点温度間の熱伝導方程式（Case-2） 

 計測値である壁表面温度と壁内部温度の時間変化を用いた一次元非定常熱伝導方程式は，以下の式になる．  
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T T
t x

α∂ ∂
=
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 （2.6） 

( ) ( ),0T x u x=     0x ≥  （2.7） 

 ( ) ( )0,T t a t=     0t ≥  （2.8） 

 ( ) ( ),T L t b t=     0t ≥  （2.9） 

  
ここでは，壁表面を x=0，壁内部計測点を x=L としている．初期温度は，Case-1 とは異なり 0 にはせず定式化を

行い，その影響を評価した．この偏微分方程式を解くために，以下の変数変換を行う． 
 

( ) ( ), , ( ) ( )L x xT x t S x t a t b t
L L
−

= + +  （2.10） 

( ) ( ) ( ), , ( ) 1 ( )T X t S X t a t X b t X= + − +  （2.11） 

 
変数 x の範囲 0～L を 0～1 に無次元化するために X=x/L とした．この変数変換によって式（2.7）~（2.9）の初期，

境界条件は以下のようになる． 
 

( ) ( ) ( ){ } ( ),0 (0) 1 (0)S X u X a X b X Xφ= − − + ≡     0 1X≤ ≤  （2.12） 

 ( )0, 0S t =     0t ≥  （2.13） 

 ( )1, 0S t =     0t ≥  （2.14） 

同様に，式（2.6）を T から S に変数変換する． 
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変数変換を行うことで，非同次境界条件を同次境界条件に変更することができた．方程式は未だに非同次項があ

るため，固有関数展開法により解を求めると， 
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1

0
( ) 2 ( , )sinn fg f X n X dXτ τ π= ∫  （2.17） 

( )
1

0
2 ( )sinna n dφ ξ πξ ξ= ∫  （2.18） 

 
となる．以上の結果は参考文献 12)にあるが，解法の詳細については参考として付録に示す． 
 この式のままでは具体的な温度を得ることができないので，式を展開し，求められた解である式（2.16）を元

の温度の式に変換した上で，前節 2.1 と同様に境界条件を折線近似にすることで温度および熱流束を求める．図 2
に境界条件の折線近似の概念図を示す．温度境界条件の折線近似は以下の式で表される． 
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= − − +∑  （2.19） 
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=

= − − +∑  （2.20） 

 
但し，i-1<0 の時は，ki-1=li-1=0 とする．これらの式は，ある時間での温度をその時間までの傾きと時間間隔の積の 

  

図 2 計測された境界条件である温度の折線近似 
和として求めている．式（2.12）の初期値は，空間内温度を一定で T0とすると， 
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となる．以上の初期，境界条件から各項を求める．式（2.15）の変数変換時の非同次となる付加項には，a(t)，b(t)
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となる．式（2.18）は，式（2.21）φ(X)=0 から， 
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式（2.16）内の積分は，折線近似にしたがって，図 2 に示したように同一の傾きとなる区間ごとに分割する． 
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一区間の結果を例示すると， 
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が得られるので，積分区分ごとの総和は以下のようになる． 
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以上をまとめると，式（2.16）は， 
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となる．熱流束を求めるために，温度を x で一階微分する．式（2.11）のように変数変換しているので， 
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したがって，壁面の熱流束は， 
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Case-2 でも壁の初期温度を壁表面，壁内部も含めて均一にすると，{b(0) - a(0)} = 0 となるため，Case-1 と同様に

熱流束は初期温度の絶対値に関係がなく，境界温度の時間に対する傾きと両端の境界温度の差分に影響を受ける

ことが示された． 
 
2.3 比較検証条件 

 式（2.5）と（2.30）のように導かれた熱流束を検証するための実験条件を表 1 に示す．これは，既報 11)の雰囲

気圧力を変更した時の条件である．この実験は急速圧縮装置を用いて行った．この装置は，雰囲気の高温高圧条

件を油圧駆動のピストンによってシリンダ内に密閉された気体を急速に圧縮することで再現する．ピストン直径

は 100 mm，ストロークは 120 mm，圧縮終了時に燃料噴射する時の燃焼室は台形型の形状で，燃料噴射弁から壁
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Case-2 でも壁の初期温度を壁表面，壁内部も含めて均一にすると，{b(0) - a(0)} = 0 となるため，Case-1 と同様に
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ことが示された． 
 
2.3 比較検証条件 

 式（2.5）と（2.30）のように導かれた熱流束を検証するための実験条件を表 1 に示す．これは，既報 11)の雰囲

気圧力を変更した時の条件である．この実験は急速圧縮装置を用いて行った．この装置は，雰囲気の高温高圧条

件を油圧駆動のピストンによってシリンダ内に密閉された気体を急速に圧縮することで再現する．ピストン直径
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面までの距離は 100 mm，燃焼室の奥行き方向の厚さは 30 mm である．インジェクタ噴孔から噴出する燃料噴霧

の中心軸と壁面の交点に同軸型熱電対（Medtherm 社製 TCS-103-J）を熱電対計測部が壁面と段差がない状態で設

置している．壁面熱流束の計測位置は，噴霧火炎の中心軸上になるためよどみ点になる．この計測された温度が，

Case-1，2 の式（2.3），（2.8）に示される境界条件となる壁表面温度 T(0,t)になる．温度のサンプリング時間∆t は
0.05 ms であるが，図 2 に示した折線近似は計測されたデータのサンプリング間を直線で結んでいることになる．

窪山の既往研究 13)において，壁表面から 7.0 mm の位置での温度を一定とした時の解析結果と，壁表面から 3.0，
3.5 mm の温度計測結果を比較すると，両者の結果はほぼ一致した．そのため，ここでは Case-2 に用いる式（2.20）
の壁内部温度 T(L,t)=b(t)は一定とし，li=0，b(t)=T0，壁表面からの距離 L は 7.0 mm とした． 以上の仮定を Case-2
の熱流束の式（2.30）に代入すると，以下のような式に変形され，これを Case-1 での熱流束と比較対照する． 
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表 1 検証条件 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

3. 解析検証結果 

 
3.1 Case-1，2の熱流束解析解の比較 

2 章にて得られた Case-1，2 の熱流束解析解を再掲する．なお比較のため，Case-2 の記号は Case-1 と合わせた． 
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 （3.2） 

Fuel 
CN45 

 (Hexadecane+1-Methylnaphthalene) 
Nozzle diameter  d0 [mm] 0.2 
Ambient temperature Ta [K] 880 
Ambient pressure Pa [MPa] 4.0, 6.0, 8.0, 10.0 
Injection pressure  Pinj [MPa] 130 
Injection duration  tdur [ms] 7.0 
Wall temperature Twall0 [K] 443 
Injector to wall distance Hw [mm] 100 
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Case-1 と Case-2 の式（3.1），（3.2）の共通点はほとんどなく，Case-2 の二項目は，式（2.19）で示された壁表

面温度の初期値 T0kからの増加分であり，また共通項としているλw/L と共にすれば式（2.30）の二項目からもわか

るように計測二点間を直線近似した最も単純化した熱流束 
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となる．一項目は各時間の傾きと指数関数の積の総和に n に応じた係数を掛けた形で，温度の次元を持ち，二項

目で求めた単純化された熱流束を補正している形になっている． 
 式上での共通点は見られないことから，具体的に熱流束を求め，両者を比較した．条件は雰囲気圧力 Pa=4.0 MPa
の時の温度計測結果を用いた．パラメータとして，式（3.2）の n の上限を 50，100，200，1000 と変更した．結

果を図 3 に示す．図 3 は n の上限値の違いがわかるように，時間，熱流束を拡大して表示している．解析解とし

ての n の理論的上限は∞である以上，n の上限値が小さいと精度が低いことは自明であるが，n が増えることで

Case-1 の結果に近づいていることがわかる．これから，Case-2 は n の上限値を∞に近づけることで Case-1 になる

と考えられる．また，Case-1 と Case-2 で熱流束の増減の位相，つまり図内の極大，極小値を取る時間にほとんど

差がない．以上のことから，Case-1 と Case-2 は等しい結果を導くことが推定された．図 4 に n の上限値を変更し

た時の熱損失の比較を示す．この熱損失は噴射期間の 2 倍の 14 ms までの熱流束を積算して求めている．Case-2
の n の上限値を増やすことで，熱損失も Case-1 に近づいていき，Case-1 との誤差は n の上限が 200 で 2.2%，n の

上限が 1000 で 0.77%になる． 
 

      

図 3 Case-2での総和の数 nによる熱流束       図 4 Case-2での総和の数 nによる熱損失 

時間変化の比較                   の比較 

 
3.2 実験条件での検証 

次に，図 5 に検証条件を雰囲気圧力 4.0 MPa から 6.0，8.0，10.0 MPa に変更した時の結果を示す．Case-2 の n
の上限は 200 としている．どの条件でも算出方法による違いはほとんどなく，全体的な傾向，極大値，極小値も

一致していることがわかる．また，図 6 は噴霧火炎の壁面衝突時の熱流束の急上昇を拡大して示している．Case-1，
Case-2 ともに，どの雰囲気圧力でも火炎衝突による上昇時期が一致していることがわかる．図 7 に Case-1，Case-2
の熱損失の比を示しているが，最大で雰囲気圧力 10.0 MPa の時に約 4%となった．ここで示した熱損失も図 4 と

同様に噴射期間の 2 倍の 14 ms までの熱流束を積算している． 
以上のように，雰囲気圧力を変更し，計測温度の結果を変更して Case-1，Case-2 の比較を行ったが，n の上限

が 200 で熱損失が最大 4%の差があることがわかり，算出方法による熱流束の違いは大きくないことが示された．  
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るように計測二点間を直線近似した最も単純化した熱流束 
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となる．一項目は各時間の傾きと指数関数の積の総和に n に応じた係数を掛けた形で，温度の次元を持ち，二項

目で求めた単純化された熱流束を補正している形になっている． 
 式上での共通点は見られないことから，具体的に熱流束を求め，両者を比較した．条件は雰囲気圧力 Pa=4.0 MPa
の時の温度計測結果を用いた．パラメータとして，式（3.2）の n の上限を 50，100，200，1000 と変更した．結

果を図 3 に示す．図 3 は n の上限値の違いがわかるように，時間，熱流束を拡大して表示している．解析解とし

ての n の理論的上限は∞である以上，n の上限値が小さいと精度が低いことは自明であるが，n が増えることで

Case-1 の結果に近づいていることがわかる．これから，Case-2 は n の上限値を∞に近づけることで Case-1 になる

と考えられる．また，Case-1 と Case-2 で熱流束の増減の位相，つまり図内の極大，極小値を取る時間にほとんど

差がない．以上のことから，Case-1 と Case-2 は等しい結果を導くことが推定された．図 4 に n の上限値を変更し

た時の熱損失の比較を示す．この熱損失は噴射期間の 2 倍の 14 ms までの熱流束を積算して求めている．Case-2
の n の上限値を増やすことで，熱損失も Case-1 に近づいていき，Case-1 との誤差は n の上限が 200 で 2.2%，n の

上限が 1000 で 0.77%になる． 
 

      

図 3 Case-2での総和の数 nによる熱流束       図 4 Case-2での総和の数 nによる熱損失 

時間変化の比較                   の比較 

 
3.2 実験条件での検証 

次に，図 5 に検証条件を雰囲気圧力 4.0 MPa から 6.0，8.0，10.0 MPa に変更した時の結果を示す．Case-2 の n
の上限は 200 としている．どの条件でも算出方法による違いはほとんどなく，全体的な傾向，極大値，極小値も

一致していることがわかる．また，図 6 は噴霧火炎の壁面衝突時の熱流束の急上昇を拡大して示している．Case-1，
Case-2 ともに，どの雰囲気圧力でも火炎衝突による上昇時期が一致していることがわかる．図 7 に Case-1，Case-2
の熱損失の比を示しているが，最大で雰囲気圧力 10.0 MPa の時に約 4%となった．ここで示した熱損失も図 4 と

同様に噴射期間の 2 倍の 14 ms までの熱流束を積算している． 
以上のように，雰囲気圧力を変更し，計測温度の結果を変更して Case-1，Case-2 の比較を行ったが，n の上限

が 200 で熱損失が最大 4%の差があることがわかり，算出方法による熱流束の違いは大きくないことが示された．  
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（a） Pa=4.0 MPa                                   （b） Pa =6.0 MPa 

      

（c） Pa =8.0 MPa                                   （d） Pa =10.0 MPa 

図 5 雰囲気圧力変更時の Case-1，2での熱流束の比較 

 

 

図 6 壁面衝突時の熱流束比較 
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図 7 雰囲気圧力による Case-1，2の熱損失比較 

 
 

4. まとめ 

 

ディーゼル噴霧火炎がシリンダ壁面に衝突した時に生じる壁への熱移動を評価するための熱流束算出手法につ

いて検討するために，計測値である温度を境界条件とした2つの条件，壁表面温度と半無限固体としたCase-1と，

壁表面温度と壁内部温度としたCase-2を対象として，厳密解から熱流束を求め，両者の比較を行い，以下の知見

を得た． 
（1）噴霧火炎の壁面衝突によって時間変化する壁表面温度を計測値として境界条件に用いた上で，サンプリング

間隔間を直線で近似することで，Case-1，2の温度の解析解から熱流束を求めた．なお，Case-2の内部温度を

一定としている． 
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Case-1とCase-2では熱流束の極大値，極小値になる時間が一致すること，Case-2のnの上限値を増加させると

両者の熱流束が近づいていくことから，Case-1とCase-2は等しい結果を導くことが推定された． 
（2）雰囲気圧力を変更した 4 条件で Case-1，Case-2 の比較を行ったが，全体的な傾向，火炎衝突時の熱流束の

立ち上がり時期は一致し，熱損失の比較でも最大で 4%の差しかなく，算出方法による熱流束の違いは大き

くないことがわかった． 
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Case-1とCase-2では熱流束の極大値，極小値になる時間が一致すること，Case-2のnの上限値を増加させると

両者の熱流束が近づいていくことから，Case-1とCase-2は等しい結果を導くことが推定された． 
（2）雰囲気圧力を変更した 4 条件で Case-1，Case-2 の比較を行ったが，全体的な傾向，火炎衝突時の熱流束の

立ち上がり時期は一致し，熱損失の比較でも最大で 4%の差しかなく，算出方法による熱流束の違いは大き

くないことがわかった． 
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付  録 
 

式（2.15）に示される変数変換された熱伝導方程式は，非同次境界条件を式（2.13），（2.14）のように同次境界

条件に変更できたが，方程式は非同次項があった．この偏微分方程式は，固有関数展開法により解くことができ

る12)．方程式と境界条件，初期条件を再掲する． 
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 ( )1, 0S t =     0t ≥  （2.14） 

 
固有関数展開法による解法を以下に示す． 
（1）ff(X,t)を各成分に変数分離する．なお，ff(X,t)は物理的には熱が伝導する内部 x にある熱源と考えることがで

きる． 
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このそれぞれの成分 gn(t)hn(X)に対応する応答 Sn(X,t)を求める．その結果，解はこれらの総和によって 
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と書くことができる．ff(X,t)をどのようにgn(t)hn(X)に分解するかだが，hn(X)は同次偏微分方程式 
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を初期条件，境界条件である式（2.12）～（2.14）の下，変数分離されたS(X,t)≡Y(X)T(t)におけるY(X)の解 
 

( ) ( )sinY X A n Xπ=  （a.4） 

 
から，同形の 
 

( ) ( )sinnh X A n Xπ=    ( )1,2,3,...n =   （a.5） 
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と仮定する．元のff(X,t)に代入すれば， 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, sin sin 2 sinπ π π= + + + +f nf X t g t n X g t X g t n XL L   （a.6） 

 
になる．関数gn(t)を求めるためには，両辺にsin(mπX)をかけ，Xを0~1で積分する．下記式（a.7）の右辺の積分は，

m=nの時のみX=1で1/2になるため， 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1

0 0
1

, sin sin sin

1
2

f n
n

m

f X t m X dX g t m X n X dX

g t

π π π
∞

=

=

=

∑∫ ∫
  （a.7） 

と表される．したがって，mをnに変えて， 
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（2）系内部からの入力ff(X,t)=gn(t)hn(X)が（1）で求められたので，この入力への対応Sn(X,t)=Yn(X)Tn(t)を求める．（1）
のように，ff(X,t)を 
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と置き，個々の成分に応答するSn(X,t)=Tn(t)sin(nπX)を求める．すなわち，関数Tn(t)を探すことになり，これがわか

れば， 
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と書ける．これを用いて解くべき方程式（2.15），（2.12）の各項を計算すると， 
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式（2.13），（2.14）の境界条件はsin0=sin(nπ)=0となり，なくなる．したがって，式（a.9），（a.11）を式（2.15）
に代入すれば， 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, sin sin 2 sinπ π π= + + + +f nf X t g t n X g t X g t n XL L   （a.6） 

 
になる．関数gn(t)を求めるためには，両辺にsin(mπX)をかけ，Xを0~1で積分する．下記式（a.7）の右辺の積分は，

m=nの時のみX=1で1/2になるため， 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1

0 0
1

, sin sin sin

1
2

f n
n

m

f X t m X dX g t m X n X dX

g t

π π π
∞

=

=

=

∑∫ ∫
  （a.7） 

と表される．したがって，mをnに変えて， 
 

 ( ) ( ) ( )
1

0
2 , sinn fg t f X t n X dXπ= ∫  （a.8） 

 
（2）系内部からの入力ff(X,t)=gn(t)hn(X)が（1）で求められたので，この入力への対応Sn(X,t)=Yn(X)Tn(t)を求める．（1）
のように，ff(X,t)を 
 

( ) ( ) ( )
1

, sin π
∞

=

=∑f n
n

f X t g t n X  （a.9） 

 
と置き，個々の成分に応答するSn(X,t)=Tn(t)sin(nπX)を求める．すなわち，関数Tn(t)を探すことになり，これがわか

れば， 
 

 ( ) ( ) ( )
1

, sin π
∞

=

=∑ n
n

S X t T t n X  （a.10） 

 
と書ける．これを用いて解くべき方程式（2.15），（2.12）の各項を計算すると， 
 

 ( )
1

sin π
∞

=

∂
=

∂ ∑ n

n

dTS n X
t dt

， ( ) ( )
2

22 2
2

1
sinα α π π

∞

=

∂
= −

∂ ∑LW LW n
n

S n T n X
X

  （a.11） 

  I.C. ( ) ( ) ( )
1

0 sinφ π
∞

=

=∑ n
n

X T n X   （a.12） 

 
式（2.13），（2.14）の境界条件はsin0=sin(nπ)=0となり，なくなる．したがって，式（a.9），（a.11）を式（2.15）
に代入すれば， 
 

 

 

 ( ) ( )2

1
sin 0πα π

∞

=

 + − =  
∑ n

LW n n
n

dT n T g n X
dt

  （a.13） 

 
sin(nπX)≠0なので，tのみの常微分方程式 
 

 ( )2 0πα+ − =n
LW n n

dT n T g
dt

  （a.14） 

 
が成り立ち，初期条件は，gn(t)を求めた式（a.8）と同様に，式（a.12）の両辺にsin(mπX)を掛け，X=0~1で積分す

れば， 
 

 ( ) ( ) ( )
1

0
0 2 sinφ ξ πξ ξ= ≡∫n nT n d a   （a.15） 

 
式（a.14）の解は， 
 

 ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )2 2

0
exp exp

t

n n LW LW nT t a n t n t g dπα πα τ τ τ= − + − −∫   （a.16） 

  
となる．元の式（a.10）に代入すると， 
 

( ) ( ){ } ( )

( ) ( ) ( ){ }

2

1

2

0
1

, exp sin

sin exp ( )

n Lw
n

t

Lw n
n

S X t a n t n X

n X n t g d

πα π

π πα τ τ τ

∞

=

∞

=

 = −
 

 + − −  

∑

∑ ∫
 （a.17） 

 ( ) ( ) ( )
1

0
2 , sinτ τ π= ∫n fg f X n X dX   （a.18） 

 ( ) ( )
1

0
2 sinφ ξ πξ ξ= ∫na n d   （a.19） 

 
となり，式（a.17）～（a.19）により，式（2.16）～（2.18）が得られた． 
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